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Resumo

A determinag¢dao automatizada de diagramas de forcas e deslocamentos de elementos de
barra pode ser feita de maneira eficiente com a utilizagdo de matrizes de transferéncia, de forga e
deslocamento. Dessa forma, calculam-se for¢as e deslocamentos em se¢des intermedidrias quaisquer.
Neste trabalho se faz resgate deste conhecimento, tendo em vista a sua importancia no desenvolvimento
de procedimentos automaticos de tragado de diagramas e deformagdes.
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planos.

1 Introducao

O método dos deslocamentos é o método
mais utilizado no desenvolvimento de diagramas au-
tomaticos para a analise estrutural.

Como resultado direto da analise de uma es-
trutura com utilizacdo do método dos deslocamentos,
sdo obtidos nos pontos nodais do modelo de analise
(Figura 1), os deslocamentos.
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Figura 1 — Modelo de andlise.

Para a determinagdo dos diagramas de forcas
e deformadas, ao longo dos elementos constituintes
da estrutura, ¢ necessario o calculo daquelas forcas e
deslocamentos em se¢des nao coincidentes e ndo re-
presentadas pelos pontos nodais do modelo.

Uma abordagem eficiente para isto ¢ a utilizacao
de matrizes de transferéncia. Essas matrizes sdo
funcdes do tipo de carregamento atuante no elemento.

Neste trabalho resgata-se este conhecimento,
apresentando tais matrizes para os tipos de carrega-
mentos mais usuais em elementos de barra.

Ressalta-se a importancia da técnica no desen-
volvimento de procedimentos automaticos, na fase de
pos-processamento, para a obtengdo de diagramas e
deformadas.

2 Calculo de for¢cas em uma secao
intermediaria de elementos de
barra

O arranjo dos elementos das matrizes € tal que
o procedimento de calculo consiste em duas etapas, a
saber:

Primeira Etapa

Consideram-se as forcas decorrentes das agdes
diretamente aplicadas ao elemento. Apresentam-se dois
tipos de cargas: o de carga concentrada e o de carga
uniforme total.

A carga concentrada pode ser for¢a ou momen-
to, como mostrado na Figura 2.
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Figura 2 — Elemento de viga com cargas
concentradas

Neste caso, tem-se:

-1 0 0 0 0 0 |
O .1 00 0 0
0 x, -1 0 0 0
= 1
Xc 0 0 o0 -1 00 M
00 00 -1 0
(000 0 0 xL -1l
(]
b 0 0
L Gath)  6ab
0 L’ L’
ab’>  b(2a-b)
T
We= a (2)
-7 0 0
_alai3b) _6ab
13 L’
a’b a(2b-a)
0 — —7
i L L- |

¥
X
—

Ay
1 1 1 1 |

—b:g-b—h—b—bTh—P—l-—‘.\G‘—b

4
1 TE Qx Ts
——
+ L »
Para carga uniforme total, tem-se:
_le -
_T+1 0 0 0 0 0
2&
0 L-l 0 o 0 0
2
0 ix-10 0 0 3)
Xy=
0 0 0 =1 0 0
0 0 0 0 -ZLﬁH 0
)
| 0 0 0 0 1% -1
e
L
o 0
L
0 -3
2
0 %
we={ , 2} )
-5 0
L
0 -3
L2
0 &

onde X, ¢ a matriz de transferéncia de forgas definida
ao longo do comprimento do elemento estrutural. X, €

onde X, ¢ uma matriz de transferéncia de forcas
para segdes ao longo do comprimento do elemento
estrutural, tanto a esquerda quanto a direita do local de
aplicacdo da carga concentrada.

Na matriz deve-se observar que x, < a e que
a <x,<L. X, ¢€a matriz que fornece as forgas de
engastamento perfeito, sendo definida pelas distancias
a e b da Figura 2.

A carga uniforme ¢ apresentada como aplicada
no vao inteiro, como mostrado na Figura 3.
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o vetor que fornece as forgas de engastamento perfeito
para a carga uniforme total.

Portanto, seja qual for o tipo de carregamento,
pode-se escrever:

T.=XW, )
ou
T, =X,W, (6)

Dessa forma, o vetor das forgas internas na
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se¢do intermediaria expressas no sistema local, obtidas
na primeira etapa sera:

felapa] = TU P (7)

Para carga concentrada, ou

qx
fetapal = TU qy (8)

para carga uniforme total. As grandezas estdo expressas
no sistema local de referéncia.

Segunda etapa

Consideram-se as for¢as decorrentes dos deslo-
camentos das extremidades do elemento.

Sendo k, e u,, a matriz de rigidez da viga € o
vetor que contém os deslocamentos de extremidade
respectivamente; combinando-as com (1) ou (3), ter-
se-a:

=Xk u, )

ctapa2

para carga concentrada, ou:

fctapaZ = XCkLuL (10)
para carga uniforme total. As grandezas estdo expressas
no sistema local de referéncia.

Portanto, as for¢as internas finais na se¢do S
resultam da soma de ambas as etapas.

fﬁnal - fetapa] + fetapaZ (1 1)

Devido ao uso de matrizes de transferéncias
definidas para duas variaveis, o vetor f,  fornecera
as forcas em duas segdes intermedidrias, elegidas.
As grandezas estdo expressas no sistema local de
referéncia.

3 Calculo dos deslocamentos em uma
seciao intermediaria de elementos
de barra

O arranjo dos elementos das matrizes ¢ tal que
o procedimento de calculo consiste em duas etapas, a
saber:

Primeira etapa

Consideram-se os deslocamentos decorrentes
das agdes diretamente aplicadas ao elemento.
Apresentam-se dois tipos de cargas: carga concentrada
e carga uniforme total.

A carga concentrada pode ser forga ou momento,
como mostrado na Figura 2. Para carregamento
concentrado, define-se:
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onde X . € a matriz de transferéncia de deslocamentos
para seg¢des ao longo do comprimento do elemento
estrutural, tanto a esquerda quanto a direita do local de
aplicagdo da carga concentrada.

Na matriz deve-se observar que x, < a e que
a <x, <L X_,¢éa matriz que fornece as forgas de
engastamento perfeito, sendo definida pelas distancias
a e b da Figura 2.

Para a carga uniforme total vista na Figura 3,
tem-se:
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X, € a matriz de transferéncia de deslocamentos
para segdes ao longo do comprimento do elemento
estrutural.

X, € a matriz que fornece as for¢as de engas-
tamento perfeito,conforme a Figura 3.

E, A4 e I sio o modulo de elasticidade do
material, a area da se¢do transversal ¢ o momento de
inércia respectivamente.

Dessa maneira, a matriz de transferéncia da pri-
meira etapa sera:
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T =X W, (14)

C c’'cC
para carga concentrada, ou
T, =X,W, (15)

para carga uniforme total. As grandezas estdo expres-
sas no sistema local de referéncia.

Os deslocamentos na se¢do intermediaria, per-
tencentes a primeira etapa serdo:

uetapal - TC Py (16)

para carga concentrada, ou

qX
fetapal = TU qy (17)

para carga uniforme total. As grandezas estdo expressas
no sistema local de referéncia.

Segunda etapa

Consideram-se os deslocamentos decorrentes
dos deslocamentos das extremidades do elemento.

Sdo k, e u, a matriz de rigidez da viga ¢ o
vetor que contém os deslocamentos de extremidade
respectivamente; os deslocamentos da se¢ao em relagdo
a tangente a curva elastica relativos a extremidade do
elemento sdo dados por:

u, =X ku (18)
ou

u, = X ku (19)

Mais outra parcela a se considerar ¢ a dos des-

locamentos devidos a0 movimento como corpo rigido
da barra, cujo esquema ¢ mostrado na Figura 4.

Sendo:
1 0 0 0 0 o0
01 x 0 0 o0
oo 1 0 0 0
Cr= 0 0 0 1 0 0 (20)
00 0 0 1 -(Lx)
00 0 0 o 1

Engenharia Estudo e Pesquisa. ABPE, v. 14 - n. 2 - p. 46-53 - jul./dez. 2014

Escreve-se:
u=Cu (2D

onde u, € o vetor que tem em conta os deslocamentos
de corpo rigido.
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Figura 4 — Deslocamentos de corpo rigido.

Combinando as parcelas (18), (19) e (21) — a
matriz de transferéncia da segunda etapa que leva
em conta tanto os deslocamentos devidos aos des-
locamentos de extremidade quanto os devidos aos des-
locamentos de corpo rigido — ter-se-a:

T.=C,+ Xk, (22)
para carga concentrada, ou

T,=C,+ Xk, (23)
para carga uniforme total.

Os deslocamentos na segdo intermediaria, per-
tencentes a segunda etapa serdo:

T.u @24

uetapa2 k¥

para a carga concentrada, ou

uetapa2 = TUuL (25)
para carga uniforme total.

Todas as grandezas estdo expressas no sistema
local de referéncia.

Portanto, os deslocamentos finais na se¢do in-
termediaria resultam da soma de ambas as etapas.

49



Walter Francisco HurtaresOrrala, Silvio de Souza Lima

(26) As diregdes arbitradas dos graus de liberdade
e os nomes das barras se mostram no esquema da

= +
uﬁnal uetapal uetapaZ

Devido ao uso de matrizes de transferéncias Figura 7.
definidas para duas variaveis — no caso da carga con-
. A A
centrada, o vetor u, , fornecera os deslocamentos em d ‘\ ds di2 (‘ di1
. 8

duas se¢des intermediarias elegidas.

.
>

ds ¢ dio

4 Aplicacao
b e
E realizada a anélise de um portico plano com
dois andares, com vdo de 8 m comprimento ¢ 3 m de ] dis
altura cada nivel, como mostrado na Figura 5. ‘\ds (_ d1s
ds
b > >
30kN/m ds d dis
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Figura 7 — Diregoes globais dos deslocamentos e

Figura 5 — Portico de dois andares. identificagdo das barras.
As segdes transversais dos elementos barra sdo Na Tabela 1 mostram-se os valores dos deslo-
as seguintes: camentos para cada diregcdo, expressos no sistema de
Colunas: 0,4 x 0,4 metros. referéncia global da estrutura.

Vigas: 0,3 x 0,9 metros.
Tabela 1 — Deslocamentos nodais.

O modulo de elasticidade do material £ ¢
2,816x107 kPa. Nio se considerard a deformagio por Diregdes (globais) Deslocamentos

for¢a cortante. 1 0 m
O calculo das reagdes e dos deslocamentos 2 0 m
da estrutura foi realizado por meio do método 3 0 rad
dos delQCarrlle;\r;ItC)t;, Zom a ajuda da ferramenta 4 1,92 x10° m
computaciona a~ cad. o 5 1,78 x10° m
A numeracao adotada nos nos ¢ a mostrada na .
Figura 6. 6 -4,34 x10 rad
7 3,08 x107* m
3 4 8 561x10°6  m
9 1,68 x10°° rad
10 3,06 x107? m
11 -3,89x10°  m
2 5 12 -1,48 x10* rad
Yy 13 1,89 x10°? m
14 -3,51x10°  m
15 -3,02 x10° rad
X
H 6 16 0 m
17 0 m
Figura 6 — Numeragdo nodal. 18 0 rad
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Requer-se calcular as forgas e os deslocamentos,
nas segdes S na viga d a um metro ¢ a cinco metros do
né 2 do portico.

5 Solucao

Forgas internas na se¢éo S.

Inicialmente deve-se ter a matriz de rigidez da
barra expressa em coordenadas locais.

Dessa forma a matriz de rigidez k, ¢ mostrada
em seguida.

rEA -EA 0 017
—_— 0 0 —
L
12EI 6E1 -12EI  6EI
2 12
6EI 4EI
FT 0 -6EI 2EI
- =
kL= EA . EA L L 27)
L 0 n 0 0
-12EI -6EI 12EI  -6EI
O T T T
6EI 2EI -6EI 4EI
0 = T 07 —
| L L L L

onde E, 4 e I sdo o modulo de elasticidade do material,
a area da secdo transversal e o momento de inércia
respectivamente.

Logo:
95 0 0 -95 0 0
o o1 05 0 -0,1 0,5
0 05 26 0 -0, ,
Kk, = 10° 0,5 1,3

95 0 0 95 0 0
0 -0,1 -0,5 O 0,1 -0,5
0 o5 13 0 -0,5 26

Para a primeira etapa define-se a matriz X, para
carga concentrada mostrada na equacéo (1), pois se tem
uma carga no meio do véo.

10 00 0 O
0 -1 00 0 O
Xc=|0 xx <1 0 00
0 0 0 -1 00
o0 00 -1 0
00 0 0 x-8 -1

Utilizando-se a equagdo (2), se define a matriz

Engenharia Estudo e Pesquisa. ABPE, v. 14 - n. 2 - p. 46-53 - jul./dez. 2014

05 0 0
0 -0.5 0,188

Lo 1 ozs
We=los o o
0 -05 -0,5

0 1 025

Calcula-se a matriz de transferéncia T -

T.=X.W

C c ' cC

Finalmente, obtém-se as forcas da primeira
etapa.

0
fetapal = TC [‘50 }
0

= 25X1-50
0
-25
25x -150

etapal

Lembra-se que P = 0kN, Py =-50kNe M_= 0k Nm
para este exemplo.

Na segunda etapa, as forgas sdo calculadas uti-
lizando a equagao (9):

Sendo os deslocamentos de extremidade do
elemento de barra:

(1,921x10™)
1,775x10°¢
-4,343x10™
1,894x1073
-3,507x107

\-3,021x107/

llL=<

O primeiro e o quarto elemento sdo os des-
locamentos em X,  em metros, o segundo € o quinto
elemento sdo os deslocamentos em Y, = em metros, €
0 terceiro € o sexto elemento sdo as rotagdes em torno
de Z, , em radianos, conforme a Figura 8.

3 barrad 6
L Ny

Tz 15

Figura 8 — Diregoes locais da barra d.
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Dessa maneira, as forcas da segunda etapa serdo:

-25,41
21,91
) -21,91x4+113,56
ctapa 25,41
21,91
21,91x,-113,56

Finalmente, utilizando-se a equagdo (11), obtém-
se:

= +
final ctapal fctapaZ

-25,41
-3,09
_ | 3,00%,+63,56
final 25’41
-46,91
46,91x,-263,56

O resultado ¢ apresentado no formato de uma
fungdo de duas variaveis. O primeiro e o quarto
elemento representam a for¢a normal em kN, o segundo
¢ 0 quinto elemento representam a forga cortante em
kN e o terceiro ¢ o sexto elemento representam os
momentos fletores em kN.m.As trés primeiras linhas
do vetor fornecem os valores das forcas internas no
dominio x, < a e as trés Ultimas linhas fornecem os
valores das forgas internas em a <x, < L.

Avaliando-se a fungdo em x, = I me x, = 5 m,
obtém-se:

-25,41
-3,09
fp (1,5)= ] 0669
25,41
-46,91
-29,02

Deslocamentos na se¢ao S.

Segundo a equagdo (12), calcula-se a matriz
X_, como mostrada a continuag@o:

00lx, 0 O 0 0 0
0 0,03x 0,1x 0 0 0
—105] o o1x 019, 0 0 0
Xce=1071 0 20 70 oo 0 p
0 0 0 0 .0,03(x,-8)%0,1(x,-8)
0 0 0 0 0,1(x,-8)* -0,2%,-1,6

y2

Logo:

T =X.W

dl c ' C

Dessa maneira os deslocamentos da primeira
etapa ser@o calculados pela equagdo (16), a saber:

0
uetapal = le -50
0

0

0,8x3-4,9x?
-9,7x,+2,4x?
0
-77,9x2+14,6x§-0,8x3+103,9
29,2x,-2,4x3-77,9

=10°

Lembra-se que P = 0kN, P =-50kN e M_= 0 kNm
para este exemplo. )

Na segunda etapa devem-se considerar os des-
locamentos devidos ao movimento como corpo rigido
definidos na equagéo (20):

1 00 00 0
0 1x 00 0
C,=[0 01 00 0
000 10 0
0 00 0 1 x-8
00000 1

Dessa forma a matriz de transferéncia da
segunda etapa fica:

T,=C,+ Xk,

De modo que os deslocamentos da segunda
etapa serdo entdo:

T u

uetapaZ B Phe®

( -0,33x,+192,07 )
-43,43x,+11,06x3-0,71x3+0,18
22,13x,-2,13x3-43,43
0,33x,+186,73
-43,43x,+11,06x3-0,71x3+0,18
22,13x,-2,13x3-43,43

= 10°

Finalmente, utilizando-se a equagdo (26), obtém-
se:
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uﬂnal = uetapal = uetapaZ
-0,33x,+192,07
-43,43x,+6,19x3+0,10x;+0,18
12,38x,+0,30x3-43,43
0,33x,+186,73
-121,37x,425,68x3-1,52x3+104,09
51,35%,-4,57x3-121,37 J

- 10°

~~

O primeiro e o quarto elemento sdo os des-
locamentos em X,  em m, o segundo ¢ o quinto ele-
mento sdo os deslocamentos em Y, em m, € o terceiro
¢ o sexto elemento sdo as rotagdes em torno de Z

local

em rad. Avaliando-se a fun¢do emx, = I mex, = 5 m,
obtém-se:

(1,917x1073
-3,696x10*
u . (Ls)= )-3075x10%
1,904)(10‘3
-5,126x10™
2,115x10™ J

Os deslocamentos foram revisados, os compa-
rando com os obtidos pelo programa SALT-UFRIJ.
Na modelagem no programa, desconsiderou-se a
deformacéo por forca cortante.

Para se obter os deslocamentos nesses pontos —
na modelagem — criaram-se nds exatamente nos pontos
de interesse conforme a Figura 9.

barrad
1 3 4 2

o o Py

x=1lm x=5m
Figura 9 — Nos acrescentados na modelagem no
SALT.

Apbés rodar o programa obtém-se os desloca-
mentos nas se¢des intermedidriasemx, = I mex,=5m
mostrados na Tabela 2.

Os resultados do SALT tém similaridade aos
calculados com as matrizes de transferéncia.
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Tabela 2 — Deslocamentos nas se¢des intermediarias
obtidos do SALT.

N6  Direcoes (locais) Deslocamento

3 Trans x 1,918 x 1073 m
3 Trans y -3,700 x 10+ m
3 Rota z -3,070 x 104 rad
4 Trans x 1,904 x 1073 m
4 Trans y -5,130 x 10+ m
4 Rota z 2,110 x 10 rad

6 Conclusoes

Este trabalho mostra a utilizagdo de matrizes de
transferéncia como eficiente instrumento para se obter
as forgas ¢ deslocamentos em se¢des intermediarias
de elementos barra. Isso é uma etapa importante no
desenvolvimento de procedimentos automaticos para o
tracado de diagramas e deformadas.

Observou-se por meio do exemplo mostrado o
calculo das forcas internas em dois pontos do vao e a
verificag@o dos resultados foi realizada no programa de
analise de estruturas: SALT-UFRJ.
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