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Resumo

A área da engenharia responsável pelo dimensionamento de estruturas busca soluções para 
atender a vários parâmetros simultâneos como estética, custo, qualidade, peso entre outros. Por isto os 
processos de otimização se fazem necessários nesta área. O presente trabalho tem como objetivo elaborar 
um estudo sobre esses processos aplicados ao dimensionamento de pilares de concreto, com seção 
transversal retangular, que atenda às prescrições da NBR 6118:2014. Exemplos numéricos de pilares 
são apresentados de acordo com os tipos de solicitações e restrições, para que se possa desenvolver 
um algoritmo de análise desses elementos. Para o desenvolvimento do problema utilizou-se como base 
o software Matlab, tendo em vista a existência de algoritmos de otimização implementados em seu 
pacote de modo a realizar um dimensionamento ótimo. Os exemplos apresentados com a utilização do 
software permitem obter a seção transversal mais econômica possível, ou seja, seção ótima, capaz de 
suportar as solicitações.
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1	 Introdução

O dimensionamento de estruturas, em geral, e 
nesse caso as de concreto armado, se dá usualmente por 
meio de processos iterativos a partir de uma geometria 
pré-definida pelo projetista. Baseado na sua experiên
cia obtém-se um projeto inicial das seções de concreto 
e aço. Em seguida são realizadas as verificações de 
resistência e comparadas com as solicitações atuantes 
para decidir se uma nova tentativa deve ser realizada, 
com a finalidade de redução dos custos do projeto, ou se 
o resultado encontrado já é satisfatório. Esse processo 
é realizado sucessivamente pelo próprio executor até 
que julgue ter encontrado a melhor solução dentre as já 
testadas. Com isso o tempo de projeto se torna muito 
longo, além de não ser possível a garantia de que o 
dimensionamento ótimo tenha sido realizado uma vez 
que não foi feita uma análise sistemática do problema.

Levando-se em conta as quantidades de variá
veis relacionadas ao processo de dimensionamento, 
dificilmente a melhor solução para o projeto será en
contrada dessa forma sem que seja elaborado um estu
do detalhado da situação. Para tanto deveria se obter 
uma expressão que relacionasse como cada variável 

de projeto influencia no objetivo que se pretende me
lhorar no projeto, que normalmente é o seu custo final 
deste. Analisando-se esse enfoque em função dessas 
variáveis, seria possível comparar os projetos entre si e 
então, a partir de estudos, caminhar-se-ia para o projeto 
mais adequado a cada situação.

É nesse sentido que entra a pesquisa de técnicas 
de otimização aliadas à programação computacional 
para resolver os problemas relacionados ao dimen
sionamento estrutural. Essa técnica é trabalhada por 
meio de uma função objetivo em que se pretende en
contrar a solução ótima (como o custo, o peso, a área 
da seção transversal, ou qualquer outro parâmetro 
desejado), podendo as variáveis relacionadas a uma 
função terem restrições ou não. A otimização pode ser 
aplicada em várias situações ou problemas que se de
seja melhorar e obter o desempenho máximo. Por isso 
esses métodos aplicados ao dimensionamento de es
truturas também são válidos e trazem benefício com
provado na busca de melhores resultados.

Existem diferentes técnicas para se encontrar 
a solução ótima de um determinado problema, depen
dendo das variáveis que estão sendo estudadas, do 
tipo de restrições e das características do problema 
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em si. Pode-se destacar basicamente duas vertentes 
dos processos de otimização conhecidos atualmente. 
São eles: os métodos heurísticos e a programação 
matemática.

A utilização da programação matemática é 
muitas vezes impraticável pelo fato de ser muito difícil 
a aplicação das condições necessárias, que utilizam téc
nicas de derivação, para se encontrar a solução ótima, 
principalmente nas funções não lineares, que são muito 
presentes no dimensionamento estrutural. Dessa for
ma VIANNA (2003) destaca que foram criados alguns 
métodos de programação para serem aplicados na 
otimização com a finalidade facilitar sua utilização, 
especificamente nos casos de programação não linear.

Por sua vez os métodos heurísticos consistem 
em técnicas probabilísticas de procura da solução ideal 
com base nos princípios da genética de sobrevivência 
dos indivíduos mais adaptados à situação desejada. 
Dentre esses métodos, vale destacar o método dos Al
goritmos Genéticos, que tem sido bastante utilizado 
em trabalhos acadêmicos recentes sobre otimização 
estrutural, já que não tem restrições quanto ao tipo de 
função, se ela é ou não derivável, linear ou não linear, 
contínua ou não, entre outras características.

1.1	 Justificativa

A literatura ainda carece de estudos que apro
fundem o tema de otimização de pilares de concreto 
armado que tratem de casos mais sofisticados utiliza
dos na atualidade.

Alguns trabalhos de otimização de pilares como 
VIANNA (2003), ARGOLO (2000), BASTOS (2004), 
CHAVES (2008), RODRIGUES JÚNIOR (2005) 
entre outros, trazem simplificações nos modelos de 
pilares estudados como limitações nos índices de es
beltez dos elementos, ou restrições nos valores da se
ção geométrica com o objetivo de reduzir o número 
de equações e facilitar o dimensionamento e por con
sequência a otimização. Mas, também limitam a sua 
utilização, o que não é desejável.

Dessa forma é possível concluir que este traba
lho poderá contribuir para o dimensionamento de pi
lares de concreto armado de forma que possam ser di
mensionados elementos com menores custos possíveis.

2	 Dimensionamento de Pilares de 
Concreto

Será abordado de forma sucinta neste artigo 
sobre como a NBR 6118:2014 e alguns autores como 
CARVALHO e PINHEIRO (2009), FUSCO (1995) 
entre outros, tratam do dimensionamento de estrutu-

ras de concreto armado, em especial de pilares, no sen
tido de explicar conceitos e hipóteses e metodologias 
utilizadas no dimensionamento.

2.2	 Hipóteses aceitas no dimensionamento

Ao dimensionar os elementos sujeitos a flexo-
compressão são aceitas algumas hipóteses básicas 
tratadas pela NBR 6118:2014 para poder validar toda a 
metodologia de cálculo que será abordada em seguida:

•	 as seções planas permanecem planas após 
aplicação das tensões normais até o estado 
limite último (ELU). Essa hipótese tem a 
restrição de que a relação entre os pontos 
onde o momento fletor se anula e a altura 
considerada útil da seção transversal não 
pode ser maior que dois;

•	 o aço e o concreto deformam-se do mesmo 
modo, ou seja, sua deformação específica é 
idêntica. Para tanto se deve admitir que a ade
rência entre estes materiais seja completa;

•	 as tensões de tração na qual o concreto está 
submetido podem ser desprezadas já que têm 
valores muito pequenos e estando o mate
rial sujeito a fissuração, essa resistência será 
muito prejudicada.

2.3	 Domínios do E.L.U.

A NBR 6118:2014 também define o estado de 
ruptura como de dois possíveis tipos. A ruptura con
vencional por deformação específica plástica excessiva 
(do aço) e a ruptura por encurtamento limite do concre
to. Esses estados são tais que a condição deformação 
específica na seção do elemento considerado esteja em 
uma das condições (A, B ou C) do gráfico da Figura 
1 apresentado no escopo da referida norma. Conforme 
pode-se perceber na Figura 1, o esquema ainda subdi
vide os estados limite últimos em oito domínios – reta 
a, domínios 1, 2, 3, 4, 4a, 5 e reta b – de acordo com seu 
estado de deformação específica.

Figura 1 – Domínios de estado limite último de uma 
seção transversal (NBR 6118, 2014).
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2.4	 Diagramas tensão x deformação específica no 
E.L.U.

Para o estado limite ultimo do concreto reco
menda-se a utilização do diagrama parábola-retângulo 
na distribuição de tensões do concreto como mostra a 
Figura 2, onde fcd é o valor de cálculo da resistência 
do concreto descrito na norma.

Para o estado limite último do aço a NBR 
6118:2014 recomenda a utilização de um diagrama 
simplificado, tanto para aços com patamar de escoa
mento ou sem, válido para temperaturas entre –20 a 
150 oC conforme Figura 3.

Figura 2 – Diagrama tensão-deformação
específica idealizado do concreto

(NBR 6118, 2014).

Figura 3 – Diagrama tensão-deformação
específica para aços de armadura passiva

NBR 6118 (2014).

2.5	 Excentricidades

No dimensionamento de elementos de concre-
to a NBR 6118:2014 indica que devem ser consideradas 
excentricidades em todos os casos. Essa excentrici
dade pode ser dividida em dois grupos: de primeira e 
de segunda ordem. Este último caso será considerado 
somente em algumas hipóteses.

Nas excentricidades de primeira ordem estão 
incluídas as excentricidades iniciais e as acidentais. 
Esta primeira ocorre quando existe realmente uma 
distância do centro geométrico da seção ao ponto de 
aplicação da força, ou quando se substitui o momento 
aplicado no pilar por uma força normal, somada a 
uma excentricidade fictícia. O segundo tipo de excen
tricidade de primeira ordem, a acidental, ocorre pelo 
fato de se considerar a incerteza na posição exata do 
ponto de aplicação da força, e também pela possibili
dade de imperfeições globais e locais na execução dos 
elementos.

Já nas excentricidades de segunda ordem estão 
englobadas as excentricidades devido aos efeitos de 
segunda ordem de fato e as devido à fluência do con
creto. As primeiras ocorrem devido às solicitações 
provenientes da posição deformada da estrutura. Para 
tanto se considera um aumento na excentricidade to
tal, incluindo-se a de segunda ordem. A segunda ocorre 
devido à propriedade do concreto de se deformar ao 
longo do tempo. A NBR 6118:2014 recomenda que 
seja considerado esse tipo quando a esbeltez dos pila
res estiver acima de 90.

2.6	 Efeitos de segunda ordem

Os efeitos de segunda ordem são aqueles oriun
dos da posição deformada da estrutura, a qual estará 
sujeita a solicitações diferentes dos inicialmente im
postos devido aos momentos gerados pelas forças 
iniciais aplicadas às deformações ou excentricidades 
geradas por essas.

A NBR 6118:2014 trata desses efeitos em um 
item especial, considerando excentricidades adicio
nais de acordo com o índice de esbeltez do pilar. Para 
pilares com índice de esbeltez λ ≤ 90 a referida norma 
permite que sejam utilizados métodos aproximados 
para determinação desses efeitos. Já para pilares com 
índice de esbeltez λ > 90 deve-se utilizar métodos mais 
refinados, e para tanto é sugerido nessa norma o méto
do geral e para pilares com índice de esbeltez λ < 140 
os métodos dos pilares-padrão acoplados a diagramas 
M, N, 1/r.

SMANIOTTO (2002) explica que o problema 
de determinação dos efeitos então é dividido em seis 
grupos.

1. Pilares com λ ≤ 200:
pode ser utilizado o método geral (item 15.8.3.2 
da NBR 6118:2014;

2. Pilares com λ ≤ 140 submetidos à flexão 
composta normal:
pode ser utilizado o método do pilar-padrão 
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acoplado a diagramas M, N, 1/r (item 15.8.3.3.4 
da NBR 6118:2014);

3. Pilares com λ ≤ 90, seção retangular cons­
tante, armadura simétrica e constante ao longo 
de seu eixo, submetidos à flexão composta 
normal:
podem ser utilizados o método do pilar-padrão 
com curvatura aproximada (item 15.8.3.3.2 da 
NBR 6118:2014), ou o método do pilar-padrão 
com rigidez κ aproximada (item 15.8.3.3.3 da 
NBR 6118:2014;

4. Pilares com λ ≤ 90, seção retangular cons­
tante, armadura simétrica e constante ao longo 
de seu eixo, submetidos à flexão composta 
oblíqua:
pode ser utilizado o método do pilar-padrão 
com rigidez κ aproximada admitindo-se que os 
momentos totais atuem simultaneamente nas 
duas direções principais x e y (item 15.8.3.3.3 e 
15.8.3.3.5 da NBR 6118:2014);

5. Pilares com λ ≤ λ 1 (Pilares Curtos):
as solicitações locais de 2ª ordem podem ser 
desprezados (item 15.8.2 da NBR 6118:2014);

Este trabalho tem como objetivo estudar pila
res com índice de esbeltez menores que 90, por ser 
o tipo de pilar mais utilizado na prática. Dessa forma 
será tratado apenas o método do pilar-padrão com 
curvatura aproximada da NBR 6118:2014, já que esse 
método fornece valores mais próximos da realida
de conforme apresentado por CARDOSO JUNIOR e 
KIMURA (2013).

2.6.1	 Método do Pilar-padrão com curvatura 
aproximada

O método aqui descrito é prescrito na NBR 
6118:2014 baseado no pilar-padrão, e apresenta al
gumas aproximações para os valores da curvatura. A 
norma apresenta em seu item 15.8.3.3.2 o método de 
cálculo para obtenção do momento total máximo no 
pilar.

A curvatura do pilar-padrão para efeito de 
cálculo é aproximada em função da altura da seção 
transversal e da força adimensional por:

( )
1 0,005 0,005
r h 0,5 hν

  = ≤  + 
	 (1)

e a força adimensional v é dada por:

d

c cd

N
A .f

ν = 	 (2)

onde
Nd – força normal solicitante;
Ac – área de concreto da seção transversal;
fcd – força resistente de cálculo do concreto.

Dessa forma o momento total é calculado como 
sendo o momento total de primeira ordem acrescido 
do momento de segunda ordem. A NBR 6118:2014 
prescreve a fórmula para o cálculo desse momento 
solicitante

2
d e

d,tot b 1d,A 1d,A

N .l .1
10M .M M

r
= + ≥ 	 (3)

onde
a b – coeficiente de ponderação do momento de pri
meira ordem em função do diagrama de momento 
solicitante;
M1d, A – momento de primeira ordem atuante na seção 
crítica do pilar.

Com isso, é possível calcular o momento total 
para os pilares medianamente esbeltos, ou seja, aqueles 
cujo índice de esbeltez é maior que o mínimo e menor 
que 90.

3	 Dimensionamento Otimizado de 
Pilares Retangulares

O dimensionamento otimizado da seção trans
versal de pilares de concreto envolve muitas variáveis 
e restrições para obedecer a todas as recomendações 
prescritas nas normas vigentes. Vários limites são im
postos, como dimensões mínimas da seção transversal, 
área mínima e máxima de aço, espaçamento entre as 
armaduras, efeitos de segunda ordem, a depender do 
índice de esbeltez do pilar, entre outros.

Além disso, o processo de otimização para ser 
bem-sucedido depende de uma calibração bem conce
bida, com as diversas análises realizadas com o míni
mo de aproximações para que o processo se comporte 
o mais próximo do real possível, e se consiga melho
rar os parâmetros de minimização. SIAS e ALVES 
(2014) apresentam resultados para otimização de pila
res com carregamento centrado comparando diferentes 
de métodos de otimização para verificar a viabilidade 
desses métodos para o problema em questão. Aponta-se

a
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neste trabalho que o melhor método seria o Método dos 
Pontos Interiores.

3.2	 Variáveis do problema

Para definição do problema, serão tratadas as 
principais variáveis que definem todos os parâmetros 
de resistência e custo relacionados ao dimensionamen
to dos pilares retangulares. A partir dessas, serão elabo
radas as funções objetivo e restrições que definirão de 
fato o problema. São essas:
x1 – largura (b) da seção transversal do pilar;
x2 – altura (h) da seção transversal do pilar;
x3 – área de aço da seção transversal;
x4 – profundidade da LN em relação ao bordo mais 
comprimido da seção transversal;
x5 – inclinação da linha neutra;

Para ilustrar melhor essas variáveis pode-se 
observar a Figura 4

Figura 4 – Variáveis da seção transversal do pilar.

3.3	 Função Objetivo

Conforme já citado anteriormente, o objetivo 
que se pretende é minimizar o custo por metro da seção 
transversal de um pilar de acordo com as solicita
ções dadas. No custo estão envolvidos vários aspectos 
como o preço dos materiais, preço de mão de obra, 
tempo gasto na produção, perdas, entre outros. No en
tanto serão padronizados alguns desses parâmetros, 
como o tempo gasto na produção e as perdas que são 
geradas, com auxilio de tabelas e índices que se uti
lizam na elaboração de orçamentos, por exemplo, com 
a finalidade de uniformizar os dados e viabilizar a con
fecção da função objetivo.

Sabe-se que o custo do aço é dado por peso, e 
esse varia de acordo com o diâmetro das barras para 
cada metro de comprimento (na realidade existe tam
bém uma pequena distorção do preço do aço de acordo 
com o diâmetro f de cada barra, que será desprezado 
neste trabalho para efeito de simplificação). Assim, para 
cada diâmetro de barra, haverá um custo por metro. 
No entanto sabe-se qual o peso específico do aço rs, 
bem como o custo por unidade de peso Cs, já incluin
do nesse custo o preço do material e da mão de obra, 
e também a área de aço A) que irá variar para cada 
problema, e será denominado de x3 conforme definido 
anteriormente. A área de aço pode ser descrita como:

AS = x3	 (4)

e o valor do aço por metro poderá então escrito da 
seguinte forma

VS = CS . rS . AS	 (5)

Definido o custo do aço, deve-se agora esta
belecer os parâmetros para calcular o custo do concreto 
que será utilizado. Este custo é dado pelo volume de 
material utilizado. Os índices de produtividade tam
bém se baseiam nesse mesmo custo por unidade de 
volume. Dessa forma é possível definir um parâme
tro Cc que será chamado de custo total do concreto por 
unidade de volume. Nesse custo estarão englobadas as 
despesas com mão de obra e material. Para se chegar 
ao valor do custo do concreto por metro de pilar, deve-
se multiplicar o custo unitário pela área de concreto. 
Como neste trabalho serão tratadas apenas seções 
retangulares, essa área será descrita da seguinte forma:

AC = x1 . x2	 (6)

e o valor do concreto por metro poderá então ser assim 
descrito por

VC = CC . AC	 (7)

Por fim, deve-se definir o custo das formas que 
irá integrar os outros custos citados para compor o pre
ço final dos pilares. Tanto o custo do material quanto os 
índices de mão de obra disponíveis são especificados 
em função da área de forma gasta. Portanto, será defi
nido o parâmetro Cf como sendo o custo das formas, 
já englobando o preço do material e da mão de obra, 
por unidade de área. Para se obter o preço da forma 
por unidade de comprimento dos pilares deve-se então 
multiplicar esse fator pelo perímetro do pilar, que é 
descrito da seguinte forma:
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2p = 2(x1 + x2)	 (8)

Assim, o valor das formas por unidade de com
primento do pilar será descrito:

Vf = Cf .2p	 (9)

Com todos os parâmetros dos custos envolvidos 
na composição final dos pilares já definidos é possível 
se determinar a expressão final do custo do pilar por 
unidade de comprimento. Essa expressão será a função 
objetivo do problema, a qual se pretende minimizar, e 
será assim descrita:

F = VS + VC + Vf	 (10)

Substituindo-se as Equações (5), (6) e (9) na 
Equação (10) tem-se:

F = CS . rS . AS + CC . AC . Cf .2p	 (11)

e ainda substituindo-se as Equações (4), (5) e (8) na 
Equação (11) resulta

F = CS . rS . x3 + CC . x1 . x2 + Cf .2(x1 + x2)	 (12)

3.4	 Funções de restrição

Para a completa definição do problema deve-
se determinar as restrições na qual o problema tem, 
definindo-se assim os limites nos quais o algoritmo 
desenvolvido irá trabalhar para encontrar o ponto 
ótimo. Dessa forma serão apresentadas as restrições 
inerentes ao problema a seguir.

•	 Critérios de Resistência
O critério mais importante nos dimensionamen
tos de estruturas é o critério da resistência. É 
ele que garante a estabilidade do elemento, ou 
conjunto desses, implicando que a solicitação 
imposta à estrutura deve ser menor que o esfor
ço resistente, ou seja:

R
S

S

N
1 0seN 0

N
− ≥ ≠ 	 (13)

xR
xS

xS

M
1 0seM 0

M
− ≥ ≠ 	 (14)

yR
yS

yS

M
1 0seM 0

M
− ≥ ≠ 	 (15)

onde
NR – força normal resistente;
NS – força normal solicitante;
MxR – momento fletor na direção x resistente;
MxS – momento fletor na direção x solicitante;
MyR – momento fletor na direção y resistente;
MyS – momento fletor na direção y solicitante;

A expressão utilizada para a força normal re
sistente de cálculo utilizada será a seguinte:

	

	 (16)

	

As expressões utilizadas para os momentos 
fletores resistentes de cálculo utilizadas serão dados 
por:

( )
( )

( )

40 40
xRd ci ci cib 1 h 1

m 3
ss ss si sij 0

n 3
sd sd se sek 0

M *A * y

x
* ( j 1)* y ( j 1) ( j 1)* y ( j 1)

2*n 2*m

x
* (k 1)* y (k 1) (k 1)* y (k 1)

2*n 2*m

σ

σ σ

σ σ

= =

=

=

= +

  + + + + + + +  +  
  + + + + + +  +  

∑ ∑

∑

∑
	

(17)

( )
( )

( )

40 40
yRd ci ci cib 1 h 1

m 3
ss ss si sij 0

n 3
sd sd se sek 0

M *A * x

x
* ( j 1)* x ( j 1) ( j 1)* x ( j 1)

2*n 2*m

x
* (k 1)* x (k 1) (k 1)* x (k 1)

2*n 2*m

σ

σ σ

σ σ

= =

=

=

= +

  + + + + + + +  +  
  + + + + + +  +  

∑ ∑

∑

∑ 	

(18)

onde
s sd (k + 1) – é a tensão atuante nas barras da direita da 
seção transversal;
s se (k + 1) – é a tensão atuante nas barras da esquerda 
da seção transversal;
s ss ( j + 1) – é a tensão atuante nas barras superiores 
da seção transversal;
s si ( j + 1) – é a tensão atuante nas barras inferiores da 
seção transversal;
s ci (b,h) – é a tensão atuante nos elementos de concreto
da seção transversal;
A ci (b,h) – é a área dos elementos de concreto da seção
transversal;
m – é o número de barras na direção x;
n – é o número de barras na direção y.
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As tensões atuantes nas barras e nos elementos 
de concreto dependerão da sua posição na seção trans
versal, por conta da linha neutra e da sua distância ao 
CG da seção, como pode ser observado na Figura 5.

Figura 5 – Solicitações na seção
transversal do pilar.

•	 Critérios dos limites de armadura
A NBR 6118:2014 recomenda que os pilares 
devam ter uma armadura longitudinal mínima 
para garantir uma resistência adequada, bem 
como limita uma área máxima de armadura 
na seção transversal para que seja considerado 
“concreto armado” e também não seja viola
da nenhuma condição necessária de segurança. 
Dessa forma podem-se escrever essas funções 
da seguinte maneira:

( )S,min d yd CA 0,15N / f 0,004A= ≥ 	 (19)

S,máxA 4,0Ac= 	 (20)

Com relação à restrição de armadura máxima 
da seção transversal a NBR 6118:2014, em seu item 
17.3.5.3.2, estabelece que a armadura máxima seja 
de 8% da área do concreto, devendo se considerar a 
região de traspasse inclusive. Como no transpasse 
das armaduras de um pavimento à outro, a área de 
aço é duplicada pelo fato de todas as amaduras serem 
normalmente traspassadas por outra de mesmo diâ
metro, será considerada como área máxima de aço a 
metade do valor estabelecido na norma, ou seja, 4% da 
área de concreto.

Além dos limites da área total de aço, a NBR 
6118:2014, em seu item 18.4.2.2, ainda limita o espa
çamento máximo e mínimo entre as armaduras longi
tudinais dos pilares. Segundo o texto dessa norma, é 
estabelecido que:

min barraesp 20 mm 1,2 dimensãomáx.agergadoϕ= ≥ ≥ 	(21)

onde
espmin – espaçamento mínimo entre barras longitudinais;
espmáx – espaçamento máximo entre barras longitudinais;
f barra – é o diâmetro das barras longitudinais.

•	 Critério dos limites geométricos
Além da taxa de aço e espaçamento entre arma
duras, a NBR 6118:2014 também impõe res
trições com relação à geometria da seção trans
versal. No caso das seções retangulares essa 
norma recomenda que não sejam projetados 
pilares com dimensões menores que o limite 
especificados e, que a área da seção transversal 
também é limitada. Dessa forma tem-se também 
as restrições:

AC – Amin ³ 0	 (22)

b – bmin ³ 0	 (23)

h – hmin ³ 0	 (24)

onde Amin, bmin e hmin são os limites da área, largura 
e altura mínimos da seção recomendados pela NBR 
6118:2014.

A norma prescreve no seu item 13.2.3 que para 
pilares com dimensões inferiores a 19 cm, e com limite 
mínimo de 14 cm, seja adicionado um coeficiente de 
majoração das cargas solicitantes. Para efeito de sim
plificação serão considerados no software apenas pila
res com dimensões maiores que 19 cm.

A área mínima da seção transversal, segundo a 
referida norma, deve ser 360 cm². Com os limites mí
nimos das dimensões dos pilares fixados em 19 cm, 
essa restrição da área mínima passa a ser automatica
mente verificada.

•	 Critério do índice de esbeltez
Deve-se observar ainda o índice de esbeltez 
dos pilares, pois a análise e o dimensionamento 
podem variar para cada faixa desses índices 
conforme explicado na seção do dimensiona
mento de pilares de concreto, pelo modo como 
serão ou não analisados os efeitos de segunda 
ordem, fluência e retração.

3.5	 Definição do problema final

Expostas todas variáveis e funções relativas 
ao problema pode-se descrevê-lo conforme formula
ções apresentadas a seguir. O algoritmo implemen
tado irá utilizar essas informações para que, por meio 
da programação matemática, se consiga calcular o 
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resultado otimizado da seção transversal de um pilar, 
dadas as solicitações.

Minimizar:

( )S S 3 C 1 2 F 1 2F C . .x C .x .x C .2. x xρ= + + + 	 (25)

submetido à

R
S

S

N
1 0seN 0

N
− ≥ ≠ 	 (26)

xR
xS

xS

M
1 0seM 0

M
− ≥ ≠ 	 (27)

yR
yS

yS

M
1 0seM 0

M
− ≥ ≠ 	 (28)

3 1 2x 0,004x .x 0− ≥ 	 (29)

1 2 30,04x .x x 0− ≥ 	 (30)

longit. minesp esp 0− ≥ 	 (31)

máx longit.esp esp 0− ≥ 	 (32)

1 2 minx .x A 0− ≥ 	 (33)

1 minx b 0− ≥ 	 (34)

1 minx b 0− ≥ 	 (35)

2 minx h 0− ≥ 	 (36)

4	 Análises Numéricas

Para comprovar a eficiência e reafirmar a im
portância da rotina de dimensionamento otimizado de 
pilares, essa seção trará alguns exemplos da literatura 
com soluções conhecidas com análises comparativas.

Nessas análises serão comparados os resultados 
da seção de aço obtida pelo programa desenvolvido com 
o da solução conhecida para seção transversal mantida 
fixa, e será aplicado então o método de otimização para 
ver qual a redução de custo obtida nos exemplos.

4.1	 Exemplo 1

O primeiro exemplo que será utilizado é o 
problema apresentado por CARVALHO e PINHEIRO 
(2009) em seu capítulo 4, e o problema tratado onde o 
de número 4.11.

A partir das solicitações, CARVALHO e 
PINHEIRO (2009) propuseram uma geometria de 
pilar já conhecida, para então procurarem a área de 
aço que julgaram ser a mais econômica em função 
do carregamento atuante. Trata-se de um problema 
de dimensionamento à flexão oblíqua, de uma seção 
transversal submetida à força normal Nd = 1.550 kN, 
com excentricidades totais no ponto de aplicação dessa 
força de: ex = 7,5 cm e ey = 20 cm gerando momentos 
Mxd = 310kN.m; Myd = 116,25kN.m. Além disso, foi 
utilizado concreto com fck = 20 MPa, aço CA-50, e 
considerada a distância entre o centro das armaduras 
longitudinais até a face externa dos pilares d’ = 3 cm. 
Para a seção transversal foi escolhida uma geometria 
que se constitui num retângulo de base B = 30 cm e 
altura H = 60 cm.

CARVALHO e PINHEIRO (2009) não calcula
ram o custo da seção encontrada. Para efeito de com
paração, será calculado também aqui o custo da solu
ção da literatura, pois, nesse caso esse será o parâmetro
ideal para comparar a melhor solução. Será adotado a 
massa específica do aço como rs = 7.850 kg/m³ con
forme sugerido na NBR 6118:2014; serão considerados 
Cs = R$ 6,43/kg, Cf = R$ 45,00/m² e Cc = R$ 311,27/m³ 
(valores obtidos da tabela SINAPI da Caixa Econômi-
ca Federal, para o mês de Junho/2014, referente à ci
dade de Vitória – ES).

Esses autores fizeram o dimensionamento por 
ábacos adimensionais. Em sua primeira tentativa, con
sideraram a seção trabalhando com cinco ou mais bar
ras atuando em cada face da seção, e encontraram uma 
determinada área de aço. Após resultado obtido na 
primeira análise, fizeram uma segunda tentativa, em que 
diminuíram a quantidade de barras, sendo apenas uma 
barra em cada canto e mais uma em cada face da seção 
transversal. Feito isso pararam o dimensionamento e 
escolheram essa seção como a melhor solução.

A partir análise de CARVALHO e PINHEIRO 
(2009) pode-se realizar o dimensionamento pela 
formulação no problema de otimização, podendo-se 
assim, determinar a seção ótima para o pilar analisado.

A segunda análise do problema foi realizada 
com a geometria da seção transversal, podendo variar 
com a finalidade de se encontrar a solução ótima para 
o problema proposto.

Os resultados obtidos para a área de aço e geo
metria encontram-se na Tabela 1.

Pode se observar que na primeira tentativa, 
CARVALHO e PINHEIRO (2009) encontraram uma
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área de aço consideravelmente maior que sua segunda 
tentativa, e que o resultado ótimo quando mantida a 
seção transversal fixa. Isso mostra que formulação 
proposta, mesmo com alguns parâmetros sendo in
variáveis (x1 e x2), ainda sim encontra o modelo óti
mo para as demais variáveis (x3, x4 e x5). Quando a 
seção pode variar, ou seja, x1 e x2 não mais foram 
fixados, e solução obtida pelo software diferiu em 
todas as variáveis, sendo a área de concreto conside
ravelmente maior, e a área de aço teve redução tam
bém significativa.

Na Tabela 2 podem ser verificados os custos e 
comparados seus resultados para cada seção. Conforme 
pode ser observado, as expectativas de redução do cus
to da seção transversal pela utilização do software de 
otimização foram confirmadas no exemplo proposto.

Quando a seção foi mantida fixa obteve-se uma 

diferença de apenas 1 % para a solução considerada 
ideal por CARVALHO e PINHEIRO (2009), o que na 
prática significa dizer que as soluções foram as mesmas,
por quando a área de aço for transformada nas barras 
de aço, a conversão adotará as mesmas barras para as 
duas soluções, e irá torná-las de fato idênticas.

Já quando a seção transversal pode ser otimiza
da junto com a área de aço, foi notada uma redução 
significativa (26 %) em relação à seção considera-

da ideal pelos autores, que implicaria em um 
projeto mais econômico.

4.2	 Exemplo 2

O segundo exemplo que será utilizado é o pro
blema apresentado por FUSCO (1995) em seu capítulo 
4, e o problema é o de número 4.1.3.

Tabela 2 –	 Comparação de custos dos resultados obtidos exemplo 1.

			   Consumo	 Consumo	 Consumo	 Custo	 Diferença com
			   Concreto	 Aço	 Forma		  segunda
			   (m³/m)	 (kg/m)	 (m²/m)	 R$/m	 tentativa (%)
	 CARVALHO	 Primeira	 0,18	 38,07	 1,80	 R$ 381,83	 13 %	 e	 tentativa
	 PINHEIRO	 Segunda	 0,18	 31,09	 1,80	 R$ 336,91	 0 %	 (2009)	 tentativa
	 SOFTWARE	 Geometria	 0,18	 31,64	 1,80	 R$ 340,44	 1 %	 de	 Fixa
		  Geometria	 0,29	 9,03	 2,24	 R$ 248,40	 -26 %	OTIMIZAÇÃO	 Otimizada

Tabela 1 –	 Resultados obtidos para a solução do problema exemplo 1.

			   B (cm)	 H (cm)	 As (cm²)	 TIPO DE SEÇÃO

		  Primeira	 30	 60	 48,5	
	 CARVALHO	 Tentativa
	 e
	 PINHEIRO
	 (2009)	 Segunda	 30	 60	 39,6	  
		  Tentativa

		  Geometria	 30	 60	 40,3	
		  Fixa
	 SOFTWARE DE
	 OTIMIZAÇÃO
		  Geometria	 40,3	 71,5	 11,5	
		  Otimizada
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O problema também trata do dimensionamen-
to à flexão oblíqua de uma seção transversal subme
tida à força normal Nk = 1.000 kN, com coeficiente 
de majoração das cargas gf = 1,4. Foram consideradas 
excentricidades totais no ponto de aplicação dessa 
força de: ex = 6 cm e ey = 28 cm gerando momentos
Mxd = 392 kN.m ; Myd = 84kN.m. Foi utilizado concreto
com fck = 15 MPa (na NBR 6118:2014, essa classe de
concreto não é mais permitida para esta finalidade, 
mas como FUSCO é do ano de 1995, nessa época ain
da era bastante utilizada essa classe concreto em ele
mentos estruturais), aço CA-50B, e considerada a dis
tância entre o centro das armaduras longitudinais até a 
face externa dos pilares d’ = 3 cm. Para a seção trans
versal foi escolhida uma geometria que se constitui 
num retângulo de base B = 30 cm e altura H = 70 cm.

Será realizado o mesmo procedimento que foi 
realizado no exemplo 1, ou seja, será comparado o re
sultado obtido pelo autor com o software de otimiza-
ção para a seção transversal mantida fixa, e em segui
da a seção transversal será liberada para que a so-
lução ótima do problema para as solicitações sejam

 encontradas. Também serão adotados os mesmos valores
do custo dos materiais que foram adotado no primei-
ro exemplo.

Os resultados obtidos para a área de aço e geo
metria pelo autor e por meio do software de otimização 
encontram-se na Tabela 3.

Pode se observar que a solução proposta por 
FUSCO (1995) apresentou uma área de aço prati
camente igual ao resultado ótimo obtida com a presente 
formulação quando mantida a seção transversal fixa. 
Por esse fato deduz-se que o software, mesmo com 
alguns parâmetros sendo invariáveis (x1 e x2), ainda 
sim encontra o modelo ótimo para as demais variáveis 
(x3, x4 e x5).

Quando a seção pode variar, ou seja, x1 e x2 não 
mais foram fixados, a solução obtida pelo software 
diferiu em todas as variáveis, sendo a área de concreto 
consideravelmente maior, e a área de aço teve redução 
também significativa, do mesmo modo que no exem
plo 1. Isso se justifica pelo fato de o preço do aço, 
quando comparado ao do concreto e das formas ser 
maior. Dessa forma o modelo ótimo procura diminuir 
a área de aço e aumentar a área de concreto.

Tabela 4 –	 Comparação de custos dos resultados obtidos exemplo 2.

			   Consumo	 Consumo	 Consumo	 Custo	 Diferença com
			   Concreto	 Aço	 Forma		  Solução
			   (m³/m)	 (kg/m)	 (m²/m)	 R$/m	 Literatura %
	 FUSCO	 Solução	 0,21	 30,41	 2,00	 R$ 350,91	 0 %	 (1995)	 Literatura
	 SOFTWARE	 Geometria	 0,21	 30,19	 2,00	 R$ 349,46	 0 %	 de	 Fixa
		  Geometria	 0,33	 10,37	 2,49	 R$ 281,52	 -20 %	OTIMIZAÇÃO	 Otimizada

Tabela 3 –	 Resultados obtidos para a solução do problema exemplo 2.

			   B (cm)	 H (cm)	 As (cm²)	 TIPO DE SEÇÃO

	 FUSCO	 Primeira	 30,00	 70,00	 38,74	
	 (1995)	 Tentativa
	
	
		  Geometria	 30,00	 70,00	 38,45	
		  Fixa
	 SOFTWARE DE
	 OTIMIZAÇÃO
		  Geometria	 38,42	 86,00	 13,22	
		  Otimizada
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Na Tabela 4 pode ser verificado o custo para 
cada seção encontrada e ser comparado os seus resul
tados. Conforme pode ser observado a expectativa de 
redução do custo da seção transversal pela utilização 
do software de otimização também foi confirmada.

Quando a seção foi mantida fixa a área de aço 
foi praticamente a mesma (a diferença foi menor que
1 %). Pode-se afirmar que mesmo quando a geometria 
de um pilar precise ser fixa, a utilização do software 
ainda sim se justifica, quando comparado com a uti
lização dos ábacos, pelo fato de se buscar a menor área 
de aço necessária para o carregamento solicitante sem 
necessitar da experiência do projetista na procura dos 
ábacos.

E quando a seção transversal pode ser otimiza
da junto com a área de aço, também foi notada uma 
redução significativa (20 %) em relação à seção consi
derada ideal pelos autores, fato que implicaria em um 
projeto mais econômico.

5	 Conclusões

Diante do exposto sobre o tema do dimen
sionamento de pilares e processos de otimização, este 
trabalho mostra uma análise acerca dos parâmetros 
prescritos na NBR 6118:2014 para utilização em pila
res, especialmente nos casos mais complexos de flexo-
compressão oblíqua.

O Método dos Pontos Interiores mostrou-se 
eficiente na obtenção da solução ótima do proble
ma, tendo em vista os resultados obtidos nas tabelas 
comparativas.

A utilização do Matlab como ferramenta de su-
porte facilitou em muito o desenvolvimento do pro
blema, considerendo-se as bibliotecas existentes com 
rotinas previamente definidas para aplicação a pro
blemas de otimização. Foi utilizada nesta programação 
a função do Matlab “fmincon”, que tratou do método 
de otimização por meio da programação matemá-
tica, e nesse caso específico foi utilizado o método dos 
pontos interiores.

Após as resoluções de problemas conhecidos da 
literatura, como em FUSCO (1995) e CARVALHO e 
PINHEIRO (2009), e comparados os resultados obti
dos pela presente formulação com o dimensionamento 
ótimo, verificou-se que esse teve sua eficiência com
provada, além de também ser viabilizada sua utiliza
ção nos projetos de concreto armado para auxiliar o 
projetista na escolha das seções de pilares retangulares 
mais econômicas.
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