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Resumo

Nesse trabalho, estudaremos os efeitos de ndo linearidades fisicas e geométricas em um
pilar de estudo, em flexdo composta reta, considerando uma analise variacional simplificada para
se obter o campo de deslocamentos e esforgos internos no mesmo. Nestas estruturas, os efeitos
de segunda ordem devem ser sempre analisados, uma vez que estdo sujeitas a estados de flexo-
compressdo ¢ surgem, desta configuragdo, esforgos adicionais de flex@o introduzidos pelas cargas
compressivas. Sendo o material concreto armado, esta analise se torna ainda mais complexa pois
engloba também a consideragdo das ndo linearidades fisicas do material. Inicialmente, apresentamos
os fundamentos tedricos para as analises aqui desenvolvidas, entdo discorreremos sobre o ajuste da
relagdo momento-curvatura e, por fim, aplicaremos o método dos elementos finitos para obtengédo

dos campos desejados.
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1 Introducao

O estudo de pilares ¢ uma das verificagdes
essenciais quando do dimensionamento de muitas
estruturas de concreto armado. Em multiplas obras da
engenharia civil, como edificios e pontes, a considera-
¢a0 destes elementos estruturais ¢ uma peca chave para
se garantir o bom funcionamento da estrutura como um
todo. Sendo responsaveis pela transmissdo de cargas
verticais, os pilares estdo geralmente sujeitos a condi¢ao
de flexo-compressdo, portanto surge a necessidade da
consideracdo de efeitos de segunda ordem e de analise
de estabilidade do pilar como um todo.

Neste artigo, a consideracdo dos efeitos de se-
gunda ordem sera realizada no ambito da flexo-com-
pressdo reta de pilares retangulares, e compreendera as
ndo linearidades geométrica e fisica envolvidas. Para
a primeira, deveremos considerar que o pilar efetuara
deslocamentos finitos, ¢ nos posicionar, portanto, no
ambito da teoria da elasticidade finita. Ja para a se-
gunda, é notdrio que o concreto armado ¢ um material
com relagdo tensdo-deformag@o ndo-linear, de modo
que uma considera¢do mais precisa das deformacgdes
as quais o mesmo estara sujeito quando das solicita-
¢Oes externas sera realizada em se obtendo sua relagdo

momento-curvatura, a qual sera, entdo, ajustada via
método dos minimos quadrados.

O modelo tedérico que sera desenvolvido para
abarcar ambas tais ndo linearidades sera oriundo do
calculo variacional, isto é, resolveremos os pilares no
que diz respeito a seu campo de deslocamento através
do funcional da energia potencial total do mesmo,
considerando que o pilar é feito de material elastico
ndo-linear equivalente e que a forma energética classica
do funcional seja preservada. Assim, ndo se leva em
conta a energia de deformacao dissipada na fissuragdo
da se¢do, nem os efeitos térmicos associados, ja que
o modelo tedrico equivalente realiza o equilibrio da
secdo tal como se a se¢do fissurada ndo contribuisse ao
mesmo, tornando-o menos rigido.

Alguns outros resultados importantes serao igual-
mente derivados, bem como serdo expostas as impli-
cagOes daqueles. Entdo, apresentaremos os resultados
de analise para um caso de pilar via método dos
elementos finitos, os quais serdo obtidos através de
um programa desenvolvido em ambiente Matlab, com
finalidade de apoiar os calculos desenvolvidos na
monografia que deu origem a este trabalho.
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2 Fundamentos tedricos

Inicialmente, considera-se a ndo linearidade geo-
métrica obtendo-se o tensor de deformac¢des de Green,
que considera em si deformagdes de segunda ordem,
ndo capturadas pela teoria da elasticidade infinitesimal
usual por meio do tensor de deformacdes de Cauchy
(ALVES, 1987).

Considera-se, no ambito da teoria de vigas, o
vetor de deslocamentos medido a partir da configura-
¢do indeformada de cada pilar como sendo d (x), cujas
componentes sio:

d =u(xy) 2.1
d,=v(xy) (2.2)
d,=w=0 (2.3)
v
o u
y w
A
X

Figura 1 — Modelo de andlise genérico.
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Figura 2 — Detalhe do sistema de eixos na se¢do.

Pode-se expressar o tensor das deformagdes de
Green como sendo dado por:

1
=5(di,j+dj,l.+d,{,l..d,{,j)=‘ (2.4)
(cauchy) (2a ordem)
gij + gij

Sendo o tensor de deformagdes de Cauchy ex-
presso segundo:

J

gt = (d +d,,) (2.5)

Para analise de colunas, este tensor pode se
simplificar para a seguinte forma (VENANCIO, 1975)

£y (x,y) SUL Y VTV (2.6)

Em se supondo que o material siga a lei de
Hooke generalizada, conforme:

i = A - Eu (2.7)

Sera possivel se calcular a energia de deforma-
¢do interna do sistema, que nesta abordagem de mais
alta ordem envolvera termos adicionais aos classicos.
Esse calculo conduz ao resultado seguinte, combinando
2.6¢2.7:

u=[[f =5 ar =[] £t v

(2.8)

E.(u’x +lv’2x —y.v’mj2
1] - dv
Vv

2

A qual, quando simplificada, e se se desprezando
a contribuicdo dos termos de ordem mais alta (ALVES,
1995), leva a:

jEJv dx +— J.EAudx+

| (2.9)
EJ.O EA.u, .v,zxdx

Para estudo desse modelo via método dos ele-
mentos finitos, generalizamos o modelo estrutura para
um sistema plano reticulado genérico discretizado em
elementos finitos de viga, com nos tendo trés graus
de liberdade: um deslocamento no eixo x, no €ixo y, €
uma rotag¢do em torno do €ixo z.

Para efeito de simulagdo computacional das
condigdes de apoio, a esses nds sdo associadas molas
com rigidez dada segundo os trés graus de liberdade,
que, quando deformadas, armazenam energia poten-
cial elastica. Isto aumentara o funcional da energia po-
tencial total, conforme se vera na expressdo 6.3.
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Figura 3 — Modelo de andlise para uso do MEF.

Adicionando-se a contribuicdo das molas a
energia de deformag@o, escrevemos:

Lt 2 1L 2
H=U—U=—j EJ.vxxdx+—j EA .2 dx
2J0 ’ 2J0 ’

X

1 ¢L
—j EA.ux.vzdx
2 Jo ’

(2.10

2 2 2
+k(1)u;+k(])i+k(]) vj’x
) ) 4 2

—|:Mj~ v’(){) +Fy;- W) + Fx; - u(j)}

sendo

M,—  momento nodal externo aplicado ao no ;.

Fx,— forga nodal externa aplicado ao nd j segundo a
direcédo x.

Fy,— for¢a nodal externa aplicado ao nd j segundo a
diregdo y.

k)(cj) — rigidez da j-ésima mola no ndé j segundo a
direcédo x.

kij) — rigidez da j-ésima mola no ndé j segundo a

diregdo y.

ké,j) — rigidez flexional da j-ésima mola no nd j
segundo a direcdo z.
Q —  trabalho das forgas externas.
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O principio variacional associado a este fun-
cional estabelece que, para que o sistema represente
uma configuragdo de equilibrio realizavel, a primeira
varia¢do da energia potencial total deve ser nula, isto
¢ (ALVES, 1995):

II=0 (2.11)

Um corolario de 2.12, igualmente notavel, sdo
as equacgdes de equilibrio, resultado da aplicagdo das

equacdes de Euller-Lagrange ao funcional (BUTKOV,
1973), se escreve:

(B vo)w— (BAu, v,),=0 (212

5 X

%
EA. |u._+ ; =0 (2.13)

,X

Observa-se, ainda, que, para 2.13, na condi-
¢do de rotagdes moderadas, é valida a simplificacdo
v’x2 <1, o que permite desacoplar as equagdes de
equilibrio 2.12 e 2.13 e re-exprimir o funcional da
energia potencial total igualmente desacoplado, no
que diz respeito aos termos de deslocamento axial e
transversal. Assim, sendo N a for¢a normal compres-
siva no pilar:

EA.u,=-N (2.14)

Com a consideragdo 2.14, ¢ possivel desa-
coplar o comportamento flexional (associado aos
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deslocamentos transversais e rotacdes) e de membrana
(associado aos deslocamentos axiais). Assim, do ponto
de vista flexional, um funcional de estudo equivalente
se apresenta no seguinte:

1ok 2 1L 2
H:U—U:—j EJ.vxxdx+—j N2 d
2 Jo ’ 2Jo ’

(2.15)

—[Mj -v’(){) +Fy; -v(j)}

Aproximando-se v(x) nos elementos com
as classicas fungdes de Hermite, as quais geram um
campo de deslocamentos aproximados v(x) o qual é
funcdo dos deslocamentos nodais generalizados W e
v’x(i) pode-se escrever o funcional completo de forma
aproximada como:

B 1 n—1 lif\Tz ’
HzE;EJJ jo v(x)’xxdx +

n—1
1 ll ' '
+EZNJ' jo v(x )xdx
J=l :
(2.16)
2 v, 2
+ kU ) D
? 2

J X

_[M, ) +Fy, ,V(J)J

onde

EJ — ¢ arigidez flexional de referéncia no elemento j,
tomada como a rigidez num extremo do elemento
finito;

M — ¢é o esforco normal de referéncia no elemento j,
tomado como a for¢ca normal num extremo do
elemento finito.

n— numero de nods.

x’— coordenada de posi¢cdo em cada elemento finito.

lf — comprimento do j-ésimo elemento finito.

A minimizagdo do funcional, como em 2.11,
agora se assimila a uma minimizagao direta daquele em
fung¢do dos deslocamentos nodais, sendo esse 0 método
de Rayleigh-Ritz (BUTKOV, 1973). Isso conduz a um
sistema de equagdes ndo-linear de tamanho 2n x 2n,

sendo n o nimero de nds, que permite definir o campo
de deslocamentos do pilar. Assim, devem ser verificadas
as seguintes relagoes:

aar(ll') —0 (2.17)
A
a_?)zo (2.18)
o,

O que estabelece as seguintes relagdes de equi-
librio, em cada no:

(2.19)
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EJ,_, - Wi ._LJFV (), _ 2
- 2 iy

+[Vv) (EJI._] =% .iJ Y

2 t 2
li -1 li

(2.20)

-M;=0,i=0...n

Juntas essas equacgdes e as condigdes de contor-
no definem um sistema ndo-linear a ser determinado
iterativamente. Nelas os termos associados a EJ ddo
origem a matriz de rigidez convencional do sistema,
expressa por K, os termos associados a for¢ca normal
ddo origem a matriz de rigidez geométrica do sistema,

i

expressa por Kg, e os termos ky) e k(s,) geram uma

matriz diagonal de rigidezes de mola, expressapor K, ,
que, adicionadas as matrizes de rigidez convencional e
geométrica, permite determinar o equilibrio do sistema,
pois reflete as reagdes de apoio.

Se o sistema for hipostatico, isto é, ter menos
vinculos que os necessarios para estabelecimento
do equilibrio, a matriz de rigidez das molas sera
tal que a obtengdo das reagdes de apoio e desloca-
mentos nao sera possivel. Essa formulagdo tem a van-
tagem de dispensar, na programa¢do do método, o
pivoteamento das matrizes de rigidez para explicitar
os deslocamentos ndo prescritos que se deseja obter.
Finalmente, os termos Fy, € M, determinam o vetor de
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forcas ¢ momentos nodais diretamente aplicados aos
nos, expresso por £,

Entdo, para resolugdo do problema, as equa-
¢oes de equilibrio determinadas com a minimizagdo do
funcional da energia potencial total aproximado per-
mitiram a construgdo do seguinte sistema de equagoes:

ext __
(K, (d;) + Kg; + Kmol, ) -d, = F™ =0 (2.21)

Onde as matrizes, em sistema ao menos isos-
tatico, s@o tais que existe inversa para a matriz que
resulta da soma K;+Kg;
deslocamentos nodais, cujas entradas impares sdo os
deslocamentos verticais dos nos e as entradas pares as
suas rotagdes.

A solug@o do sistema, no caso linear elastico ho-
mogéneo, pode ser obtida entdo da seguinte forma:

+Kmoll-j e dj é o vetor de

d;=(K; +K

o + Kmoly) - e (2.22)

Entretanto, a ndo-linearidade fisica do material
sera levada em consideragdo, de modo que o sistema
devera ser resolvido de forma iterativa, tratando a
equacdo de equilibrio como uma relacdo de recorréncia
tal que, em uma dada iteracdo m:

(2.23)
K

-1
ext
gil +Kmoll-j) ~Fj

A convergéncia dos resultados sera avaliada por
meio da convergéncia do maximo deslocamento ver-
tical em moédulo obtido em cada iteragdo, sendo que,
para uma dada tolerancia, ha convergéncia quando se
verifica:

di(m 1) _ g(m)

max ( i

) < tolerdncia (2.24)

As solicitagdes podem ser definidas com auxilio
da matriz de rigidez propria da estrutura (VENANCIO,
1975), de modo que, sendo S, o vetor de solicitagdes
internas em cada no, deve-se verificar:

S, =_(1<.. (d,) +Kgl-,-) d, (2.25)

y

Os deslocamentos de primeira ordem podem ser
estimados, sabendo-se o campo de deslocamentos do



20

Felipe Miranda da Silva

sistema df, em se resolvendo o sistema, mais uma vez,
mas considerando-se o esfor¢o normal como sendo nu-
lo. Assim, pode-se escrever que:

d((laordem) =(K~ (dj)+ Kmoll-j )_] 'F;xt (2.26)

J g

Com os deslocamentos de primeira ordem ante-
riormente calculados, é possivel determinar as reagdes
de primeira ordem segundo:

R'(laordem) — Kmol.. - d((]aordem)
i i 9

(2.27)

Com os deslocamentos de primeira ordem ante-
riormente calculados, é possivel determinar as solici-
tagdes solicitantes nodais de primeira ordem segundo:

S'(]a ordem) - _ (K (d] ) +K

i ij gy

)' dj(]a ordem) (228)

3 Obtencao da relacao M-k

O funcional da energia potencial total, conforme
apresentado em 2.15, ¢é constituido de termos que de-
pendem da rigidez flexional da se¢do do pilar. Assim,
a obtengdo da relagdo momento-curvatura (M-k) na
se¢do permitira definir esta rigidez necessaria para se
obter os campos de esfor¢os e deslocamentos do pilar,
de modo que se possa capturar, por meio dessa relagio,
0 comportamento ndo-linear do concreto armado.

Para obtengdo da relagdo M-k, devemos resol-
ver as equagdes de equilibrio estatico em cada segdo.
Assim, duas equacdes de equilibrio podem ser escritas:
uma em forcas na dire¢do do eixo local x e outra em
momentos, em torno do eixo local z (como disposto na
Figura 1). Dessa forma, admitindo-se como incognitas
a posi¢do da linha neutra a partir da face superior da
secdo e a curvatura da secdo e sendo:

M — momento fletor na se¢do

P— forga normal de compressdo na segdo

A ,— érea da i-¢sima armadura da se¢do

¥,— posi¢do da i-ésima armadura da se¢do

X — posi¢do da linha neutra a partir do topo da segdo
b— largura da segdo

h — altura da secéo

A forca de compressdo no concreto é de-
finida segundo a seguinte integral dupla na regido
comprimida:

F, =”A Jccdydz=bjh o, (y)dy =

(3.1)

Assim como a forga atuante na i-ésima armadura
de aco:

F; =0, (g(yl- )) - Ay (3.2)

Sendo €(y;) a deformagdo especifica na arma-
dura considerada

Admitindo-se um campo de deformagdes que
atende a hipdtese de Navier-Bernoulli da teoria de
vigas classica, isto ¢, que tenha uma distribuigao linear
na segdo, tem-se a seguinte mudanga de variaveis:

gxz—k-[y—[ﬁ—XD (3.3)
2
onde k=v . . Seja:
ds
dy=——= 3.4
y=-— (3.4)

Isso equivale a desconsiderar a contribuicao
quadratica de segunda ordem que aparece na expressao
de ¢, , assim como dado na equacdo 2.13, dado que essa
considera o quadrado de rotagdes, que ja sdo pequenas
nos casos de estudo praticos. Tem-se entdo que:

(3.5)

e 0 momento produzido por F, em médulo, dado por:

M, =b J'ka[&— XJ_S_XJW (3.6)

k

que permitem escrever as equagdes de equilibrio
seguintes

Equilibrio de forgas:

P=F, (k.X)~ Fy (k. X) 6
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Equilibrio de momentos:

M =M, (k,X -F; (k,X) (3.8)

A resolug@o das equagdes de equilibrio foi im-
plementada em rotina Matlab auxiliar, por meio do
método de Newton-Raphson, conforme disposto em
ANTIA (2004), de modo que, para determinadas po-
si¢des de linha neutra, calculou-se k que satisfizesse a
equagdo 3.7, e, de posse desse valor, se pode determi-
nar, com a equagdo 3.8, o momento equilibrante da
se¢do. Assim, foi possivel construir curvas de compor-
tamento M-k.

As relagdes de tensdo-deformacdo especifica
do ago ¢ do concreto foram definidas conforme as
curvas dispostas na NBR 6118:2014 no item 8. Cabe
ressaltar que foram seguidas também as recomendagoes
dispostas no item 15.3, a respeito da construgdo do
diagrama em si.

4 Ajuste da relacao M-k

Quando da busca de curvas de ajuste para as
relagdes M-k que resultaram das analises das equa-
¢oes de equilibrio, observou-se que a logaritmizagdo
dos dados de entrada, isto ¢, momentos e curvaturas,
gerava curvas que obedeciama um comportamento
aproximadamente linear, em alguns trechos, separados
por inflexdes.

Observou-se, ainda, que, para varias segoes
analisadas, os pontos de inflexdo do diagrama estavam
associados a plastificacdo de elementos constituintes
da se¢do (feixes de armadura e concreto) conforme se
verificava o incremento da carga. Ha, portanto, tantos
pontos possiveis de inflexdo quanto forem os elementos
plastificaveis da se¢do. Havendo, assim, N inflexoes,
havera N + 1 trechos a analisar.

Para defini¢do da curva de ajuste em cada
trecho, logaritimizou-se o diagrama e, no espago log,
realizou-se um ajuste linear em cada trecho, segundo
a expressao.

In(M(k))=a-In(k)+b (4.1)

Equivalentemente, pode-se expressar essa rela-
¢do, ainda, no espago original M x k exponenciando
ambos os lados da equagdo acima, de forma a obter:

M (k)=b-k (4.2)

Sendo b=¢"" e a=a". Ademais, usando que:
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M (k)=EJ -v,, =EJ -k (4.3)
Obtém-se
EJ(k)=b-k""=b-v, " (4.4)

Essa expressdo assimila uma relagdo tensdo-de-
formacgdo especifica elastica, mas nfo linear. Assim,
substituindo-se a relagdo 5.6 em 2.9 e aplicando-se a
esta a equagdo de Lagrange, em uma dada regido do
pilar com parametros constitutivos a e b:

b~a-(a+l)

a-l1
L XX

Vo TPV, =C 4.5)

Sendo C uma constante real. A derivagdo da
equacdo 5.8 aporta, ainda, a relagdo seguinte:

(a=1)- k7 ko + k" ke +
(4.6)
2-P
b-a- (a +1)

A resolucdo dessa equacdo diferencial permite
obter o campo de deslocamentos no pilar de forma
exata, considerando a relagdo momento-curvatura
aproximada conforme o disposto neste trabalho. Da-
da a significancia dessa equagdo para o fenomeno de
estudo, bem como seu alto grau de complexidade e
nao-linearidade, o estudo matematico futuro dessa
equacdo pode se tornar um facilitador do entendimento
do comportamento de pilares de concreto armado.
No caso elastico linear classico, os pardmetros a ¢ b
sdo tais que a = 1, EJ = b sdo constantes no pilar, e
a equacdo se reduza a sua forma classica, que pode ser
encontrada em TIMOSHENKO (1985):

EJ -k +P-k=0 (4.7)

5 Pilar de Estudo

Considerar-se-a, para as analises aqui realiza-
das, um pilar de estudo com comprimento L = 7,0 m,
cuja se¢do ¢ esquematizada na Figura 3. Esse esta
sujeito a um momento de primeira ordem de M ,1 =
30 kNm em torno do eixo z, for¢ca de compressao de cal-
culo de N, = 1100 AN e tem armadura de 8 ¢ 25 mm.
Como A > 35 é necessaria a verificagdo das solicita-
¢oes de segunda ordem no mesmo. Foi considerada

21



Felipe Miranda da Silva

também a fluéncia do concreto, adotando-se um coe-
ficiente de ¢ = 2.

Tabela 2 — Propriedades do pilar de estudo.

fck 35 MPa
fed 25000 kPa
fyd 434783 kPa
Nsd 1100 kN
Mlsd,z 30 kNm
b 0,45 m
h 0,3 m
L 7 m
d’ 0,03 m
Az 80,829
Ay 53,886
Al 35
___i’__
i
”
= :
!
45 8M25mm

Figura 3 — Esquematiza¢do da se¢do do pilar.

6 Resultados do estudo da relacao
M-k

250 . — . r . ' - —

s 8

Momento fletor (kNm)
g

1 " " " L 1 L " i

0
0 0005 0.01 0015 002 0025 0.03 0035 0.04 0045 0.05
Curvatura (m‘1)

Figura 4 — Relagdo momento-curvatura do pilar.

5.5 TS RENENEN MR 1 H [ FEERE SENIE NN A

log{Momento fletor)
w
o

15 I e i W S W
B -7.56 -7 6.6 £ -5.6 -5 -4.5 -4 3.5 -3

log{Curvatura)

Figura 5 — Relagdo M-k no espago logaritmizado.

Assim, procedendo-se ao ajuste da relagdo mo-
mento-curvatura, para a se¢do considerada, obteve-se:

250 T T T T T T T T T
7 MW |
E .
E o
1501 il 1
2 : :
]
i~
2
c
g 100 | 1
S
=
50 | E
Curva original
*  Curva ajustada

. ] .
0 0005 001 0015 002 0025 003 0035 0.04 0045 0.05
Curvatura (m™)

Figura 6 — Relagées M-k original e ajustada.
Cujos parametros de ajuste sdo:

Tabela 2 — Parametros de ajuste para relacdo M-k do
pilar.

Trecho a b

| 0.851 | 4724.020 TNrecho termina com a plastifica-
¢do da armaduraay = 10 cm.

Trech: i lastifica-
2 [0.601 [1597,990( "€ termina com a plastifica
¢do daarmaduraay =- 10 cm

Trech i lastifica-
3 0266 | 465,867 ~rec Otermlnacqm a plastifica:
¢do da fibra superior do concreto

Trech i i énci
4 0247 | 439,081 recho termina com divergéncia
da resposta do programa
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Verifica-se, prontamente, que a rigidez da se-
¢d0, associada ao parametro b, reduz com o aumento
do niimero de elementos plastificados. A evolugdo das
deformagdes em cada elemento da se¢do com o nime-
ro de iteragdes do programa ¢é apresentada no grafico
seguinte, com a formacgdo dos trechos sendo indicada
pelas linhas em vermelho.

Deformac&o (por mil)

——— Am.emy=10cm
——— Arm. em y =4 cm
Armm. em y=-4cm

ol — Am. em y =-10 cm
~——— Concreto emy = 15 cm
8 i i i L L
0 50 100 150 200 250 300

MNumero de iteracbes

Figura 7 — Evolugdo das deformagdes na se¢io
com o numero de iteragoes.

7 Esforcos e Deslocamentos:
Resultados

Os seguintes resultados foram obtido com o
programa desenvolvido em Matlab. Consideramos que
o pilar é bi-apoiado, e sujeito aos esforgos solicitantes
tais quais descritos na Tabela 3, em flexdo pura.

Tabela 3 — Esforcos solicitantes de calculo no pilar.

Esforgos solicitantes

Nsd 1100,000 kN
Msdl1,0 30,000 kN
Msdl 30,000 kN

Os valores maximos das Figura 8 e Figura 10
sdo apresentados na Tabela 4. Podemos ja constatar,
no entanto, que o momento fletor maximo foi mais
que dobrado em relagdo ao momento de primeira or-
dem, bem como os deslocamentos. Além disso, a fle-
cha maxima é da ordem de 0,60% da altura total da
coluna.
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Figura 8 — Campo de deslocamentos transversais.
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Figura 10 — Diagrama esfor¢os cortantes.
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8 Conclusoes

A seguir tem-se as conclusdes que puderam ser
obtidas por meio desse trabalho.

A obtencdo da relagdo M-k com resolugdo de
uma equacdo de equilibrio ao invés de duas (3.7 e
3.8) diretamente potencializa bastante os calculos,
com tempo de analise da maquina inferior a Is.
Desta forma, também sdo incorporados os efeitos da
distribui¢do de armaduras na se¢do na resposta final
da rigidez da se¢do, o que ndo é, a priori, destrinchado
pelos métodos das curvatura e rigidez aproximadas,
mais simplificados.

O ajuste da relagdo M-k definido conforme 4.2
revelou excelentes aproximagdes desta em cada um
dos trechos manifestados no diagrama, associados a
plastificagdo dos elementos da secdo, conforme se
pode ver na Figura 6. Essa forma de se entender a
relagdo momento-curvatura na flexdo simples reta,
pode proporcionar novas formas de se formular
esse tipo de problemas em pilares e, eventualmente,
outras estruturas de concreto armado que demandem
verificagdes de ordem mais alta. O ponto alto dessa
observacdo é a equacdo de equilibrio exata derivada
com essa relacdo em 4.6, altamente ndo-linear mas
que, porém, pode se tornar um objeto de pesquisa mais
aprofundado dada a sua significancia.

A abordagem de elementos finitos com auxilio
da insercdo de molas no pilar permite a simplificagdo
da resolugdo do sistema, que dispensa o pivoteamento
das matrizes de rigidez e vetores de forga, e ainda
permite considerar analises de segunda ordem com a
presenga de molas em pontos internos do pilar. Deste
modo, o programa desenvolvido para a analise desses
efeitos se torna mais robusto e de maior alcance, no
sentido de que pode ser usado para se modelar outros
elementos estruturais como estacas de fundacdo ou
vigas em concreto armado.

Apresenta-se, também, os resultados para o va-
lor do momento total solicitante segundo o método do
pilar-padréo com curvatura aproximada e com rigidez
aproximada, respectivamente. A NBR 6118:2014 no
item 15.8.3.3 define esses métodos aproximados de
avaliacdo dos efeitos de segunda ordem em pilares de
concreto armado.

Tabela 4 — Quadro-resumo dos resultados.

As analises em elementos finitos conduziram
a resultados menos conservativos para o campo de
deslocamentos ¢ momentos fletores no pilar, vide
a Tabela 5, que os da norma. Vale ressaltar que se
considerou a fluéncia do concreto nestas analises, o
que ndo ¢ levado em consideragdo pelos métodos da
norma aqui usados.

Tabela 5 — Quadro-resumo com discrepancias relati-
vas médias.

Discrepancias relativas médias

Método Deslocamentos ~ Momentos
MEF e CA 65,1 443
MEF e RA 37,4 23,6

CAeRA 29,5 21,3

Finalmente, observamos que o uso de métodos
variacionais para andlise de problemas fisicos pode se
mostrar extremamente Util em suas analises, as vezes
impossivel de ser realizada de forma direta. Além disso,
ele proporciona outros resultados que ndo sdo triviais
de serem obtidas diretamente nestes problemas (como
as equagoes de equilibrio mesmas), os quais podem ser
usados, eventualmente, para reinterpretacdo daqueles
para se conseguir novas formas de soluciona-los.
Como recomendacdo para trabalhos futuros, sugere-se
algumas investigagoes:

* investigacdo matematica das propriedades da
equagao 4.6;

* investigar formas de ajuste mais refinadas
para a relacdo M-k, dado que ajustes polino-
miais no espaco logaritmizado se mostraram
promissores;

» formulagdo variacional do campo de deslo-
camentos com auxilio de fungdes de apro-
ximag¢do no continuo;

» analise de estabilidade no pilar a partir das
propriedades da Equacdo 4.6;

» consideragdo de outras normas estrangei-

ras no desenvolvimento do programa em
“Matlab”;

Método de analise Deslocamento maximo em mm | Momento fletor maximo em kNm
Programa via Elementos Finitos (MEF) 42,1 76,340
Pilar padrdo com curvatura aproximada (CA) 82,7 119,833
Pilar padrdo com rigidez aproximada (RA) 61,5 96,756
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» construcdo de uma interface grafica amiga-
vel para rotina desenvolvida em ambiente
“Matlab”.

» extensdo da formulagdo variacional incor-
porando as ndo linearidades para a flexdo
composta obliqua.

9 Referéncias Bibliograficas

ABNT, NBR 6118:2014 — Projeto de estruturas de con-
creto — Procedimento, Rio de Janeiro, 2014.

ALVES, R. V., 1995, Instabilidade Nao-Linear Elasti-
ca em estruturas reticuladas espaciais. Tese de D.Sc.,
COPPE/UFRI, Rio de Janeiro, RJ, Brasil.

ALVES, R. V., 2016, Notas de Aula do Curso de Métodos

Engenharia Estudo e Pesquisa. ABPE, . 18 - n. I - p. 15-25 - jan./jun. 2018

Aproximados. Rio de Janeiro.

ANTIA, H. M., 1995, Numerical Methods for Scien-
tists and Engineers. Delhi, Tata McGraw-Hill.
BUTKOYV, E., 1973, Mathematical Physics. New York,
Addison-Wesley.

MATHWORKS, 2016, MATLAB®.

ODGEN, R. W., 1997, Non-Linear Elastic Defor-
mations. New York, Dover Publications.

SANTOS, S. H. C, 2016, Apostila de Concreto Armado
II1. Rio de Janeiro.

TIMOSHENKO, S. P., GERE, J. M, 1985, Theory of
Elastic Stability. 2* ed. London, McGraw-Hill.
VENANCIO, F. V., 1975, Anélise Matricial de Estru-
turas. Rio de Janeiro, GB, Almeida Neves — Editores.

WASHIZU, K., 1975, Variational Methods in Elasti-
city and Plasticity. 2% ed. Oxford, Pergamom Press.

2y



