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Resumo

Este trabalho procura apresentar uma metodologia para obtengdo de esforgos solicitantes em
pilares de concreto armado levando em consideragdo efeitos de ndo-linearidades fisicas e geomé-
tricas. Para consideracdo da ndo linearidade geométrica a metodologia aqui proposta consiste na for-
mulagdo de um elemento finito de barra plano contemplando nao linearidades, tanto no campo de
deformacdes, quanto no campo de deslocamentos. Para consideracdo da nao linearidade fisica foi
adotado o comportamento ndo resistente a tracao do concreto proposto pela NBR6118:2014, de forma a
contemplar respostas nao lineares do material quando submetido a compressdo. Para o ago foi adotado
o comportamento proposto pela NBR6118:2014, levando em consideragdo eventual plastificagdo do
material, caso ocorra. No estudo de caso, ¢ discutido o caso de um pilar cuja localizacdo fez com que
sua esbeltez fosse obrigatoriamente maior do que usualmente utilizada para obras de pontes. Com a
finalidade de melhor verificar sua sensibilidade a efeitos das ndo-linearidades ¢ feita a analise estrutural
com a formulag@o aqui construida e os resultados sdo comparados com metodologias classicas de

analise, como a do Pilar Padrdo proposto pela NBR6118:2014.
Palavras-chave: método dos elementos finitos; ndo-linearidade fisica; nao-linearidade geomé-

trica; pilar; concreto armado.

Introduciao

A obtengdo da configuragdo deformada de ele-
mentos lineares de concreto submetidos a carrega-
mentos quaisquer vem sendo objeto de estudo ao
longo dos ultimos séculos. Solucdes analiticas foram
obtidas para situacdes particulares, de maneira geral
desprezando efeitos da ndo-linearidade fisica e geo-
métrica, porém, sempre para configuragdes estruturais
simplistas, que nem sempre conseguem representar
fielmente situagdes reais de projeto.

O concreto, face sua capacidade de se moldar
as mais diversas formas e seu baixo custo, apresenta-
se como material predominantemente utilizado na en-
genharia civil nacional, sendo utilizado nos mais diver-
sos tipos de estruturas e mostrando-se capaz de atender
a elevadas solicitagoes.

Dado que no passado a resisténcia do concreto
nao era tdo elevada, compensava-se a baixa resistén-
cia do concreto com estruturas mais robustas, o que
por sua vez diminuia o efeito de ndo-linearidades

geométricas que pudessem impacta-las. Frente a evo-
lugdo tecnologica em torno do material, o concreto vem
atingindo resisténcias cada vez mais elevadas, via-
bilizando estruturas mais esbeltas. Neste cendrio as
ndo-linearidades geométricas come¢am a ficar mais
relevantes, fazendo com que o projetista tenha que
despender significativa atengdo a esse fato.

Muito embora o concreto armado seja o material
mais utilizado na engenharia civil em ambito nacional,
representar de forma fiel seu comportamento ndo ¢ uma
tarefa simples. Dentre os pontos que merecem destaque
podemos citar: resposta ndo linear em termos de tensao
x deformacdo; o concreto ¢ um material com baixa
resisténcia a trag¢do; a armadura de aco é, de maneira
geral, o material utilizado para resistir aos esforgos de
tracdo que venham a surgir na se¢do, fazendo com que
a se¢do se comporte como um composito de dois ma-
teriais diferentes; o aco para solicitagdes elevadas apre-
senta perda de capacidade resistente e plastificacdo do
material.

Frente as ndo-linearidades fisica e geométrica e
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na busca de viabilizar o projeto de estruturas esbeltas,
a NBR 6118:2014 apresenta diferentes métodos, cons-
truidos de forma a garantir seguranga, que buscam,
de maneira simplista, prover o projetista de resulta-
dos seguros e confiaveis, quando necessario dimen-
sionar estruturas que se apresentem sensiveis as nao
linearidades.

O equacionamento aqui construido utilizara o
M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) na solugdo da
equacao diferencial obtida. O método ¢ uma importante
ferramenta utilizada pela engenharia na solugdo de
problemas, viabilizando a obteng¢@o da resposta de sis-
temas estruturais complexos e possibilitando a cons-
trucdo de modelos mais completos, capazes de con-
templar fendmenos de dificil representagdo por meio
de formulag@o analitica. Buscaremos representar os
efeitos das ndo-linearidades fisica e geométrica em, a
fim de resolver problemas no ambito de projetos es-
truturais, como ¢ o caso de pilares esbeltos, de forma
mais precisa, com seguranca.

Revisao Bibliografica

Na construcao da formulacao algumas hipoteses
precisam ser assumidas a fim de justificar premissas
necessarias a definicdo do campo de deslocamentos
da barra. Adotaremos as mesmas hipéteses da barra de
Bernouli-Euler, ou seja, que a se¢do plana permane-
ce plana e ortogonal ao eixo da barra. Na Figura 1
apresentamos o campo de deslocamentos de forma
esquematica.
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Figura 1 — Campo de deslocamentos
A formulag@o aqui construida contempla néo-
linearidade no campo de deslocamentos longitudinais

conforme se indica na equacgdo (1). Essa ndo-linearidade
esta apresentada com maior riqueza de detalhes em [7].

u=u-+
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Também optamos por considerar nao-linearida-
de no alongamento de Green, conforme apresentado na
equagao (2).

ou 1 (6w>2 @)
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A formulacdo do equilibrio dinamico do ele-
mento finito foi feita utilizando os preceitos preco-
nizados pela Equagdo de Lagrange. Note que este tra-
balho ndo pretende abordar efeitos da dinamica, de
forma que os termos que levem em consideragdo a
energia cinética sao desprezados. A equacdo resultante
dessas hipdteses segue apresentada em (3).

U

— =N, 3
a4, 3)

onde U € a energia potencial, g, sdo as coordenadas
generalizadas que descrevem o sistema e N, sdo as
forcas generalizadas associadas as coordenadas ge-
neralizadas.

Posto que o procedimento a ser adotado na so-
lugdo do problema utilizara o MEF, sera necessario
apresentar o elemento finito utilizado. O elemento de
barra aqui construido ¢ plano e constituido por dois nos
e possui 6 graus de liberdade, 3 atrelados a cada no.
Ele ¢ apresentado na Figura 2 e tem graus de liberdade
associados ao deslocamento longitudinal, transversal e
rotacdo dos nos.
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Figura 2 — Elemento de barra

Para que o equacionamento seja feito, sera ne-
cessario conhecer a energia potencial ao longo de
todo o elemento, para tanto, devemos estabelecer a
deformagdo ao longo do dominio de integragdo, em
fung¢do dos graus de liberdade. Para este proposito
utilizaremos as func¢des de forma, genericamente de-
signadas por /%, aqui escolhidas como na solugdo exa-
ta da barra de Bernoulli-Euler na estatica linear, apre-
sentadas com detalhes em [5].

O campo de deslocamentos pode ser escrito
em funcdo de quatro parcelas distintas, duas parcelas
lineares e duas parcelas ndo lineares, apresentadas se-
paradamente em (4)
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4

A parcela linear u, pode ser aproximada utili-
zando as fungdes de forma e escrita em notagdo ma-
tricial como apresentado em (5)

=4,"U=[h, 0 0 h, 0 OJU
ZW’ = ZAZTU = Z[O h’z hl3 0 h’s h,G]U (5)
u, = (4," — zA,")U

<l

onde U ¢ o vetor de deslocamentos nodais.

A parcela ndo-linear U , também aproximada
utilizando as func¢des de forma e escrita em notagdo ma-
tricial, segue apresentada em (6).

?
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As matrizes 3, e B_sdo apresentadas termo a ter-
mo em anexo.

Utilizando as equacdes (4), (5) e (6) obtemos o
campo de deslocamentos longitudinais u apresentado
em notagao matricial em (7):

u=(4," -zA," +UTB, —UTB,)U (7)

Também podemos escrever matricialmente o
campo de deslocamentos transversais w, que segue
apresentado em (8):

w=w'U (8)
onde w, € apresentado em (9)
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w'=[0 h, h; 0 hs hg] 9)
O campo de deformacdes € ¢ obtido utilizando
as equacoes (2), (7) e (8).
A energia de deformacao do sistema ¢ dada pela
expressao (10).

U=%fsad (10)

\4

Muito embora este trabalho contemple efeitos
da ndo-linearidade fisica, a metodologia utilizada para
levar em consideragdo essa ndo-linearidade, detalhada
a seguir, faz com que seja necessario que parte do pro-
cessamento seja feito considerando o material como
elastico linear, com posterior corre¢do desta hipote-
se, de forma que, nesta etapa, assume-se uma relagdo
linear entre tensdo ¢ deformagdo especifica (Lei de
Hooke), descrita em (11):

o =Ee (11)

A formulacdo do elemento é construida ao
utilizarmos o campo de deformagdes apresentado em
(2) para obter a energia de deformag¢ao mostrada em
(10). Em posse da energia de deformagao o equilibrio
pode ser estabelecido pela equacdo (3), como fruto
dessa premissa € obtida a Matriz de Rigidez do ele-
mento, mostrada em anexo termo a termo.

A partir da equagdo (3) é obtido um sistema nao
linear de equagdes, que pode ser resolvido por meio
de métodos numéricos. Optamos por utilizar o Método
de Newton-Raphson, método fortemente dependente
da hipotese inicial para obtencdo da resposta. Note
que, de maneira geral, em situagdes de projeto, a de-
formada de equilibrio ndo linear geométrica tende a
estar proxima da deformada de equilibrio linear, uma
vez que projetamos estruturas que nao apresentem
deformagdes demasiadamente grandes. Dessa forma
uma boa hipotese inicial para o método tende a ser a
resposta linear da estrutura.

A nio-linearidade fisica sera levada em consi-
deragdo mediante atualizagdes nas rigidezes obtidas a
partir do equilibrio estabelecido pela formulagdo nao-
linear geométrica apresentada.

A configuracdo deformada de equilibrio na se-
¢ao de concreto armado ¢ fungdo dos esforcos soli-
citantes, de modo que a rigidez dessa secdo, ou seja,
a relagdo entre solicitacdo e deformagdo, ¢ fungao
da configuracdo deformada nao linear geométrica de
equilibrio.

A perda de equilibrio pode acontecer por efeitos
da ndo-linearidade geométrica (instabilidade) ou por
perda da capacidade resistente da se¢do de concreto
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armado. A rigidez que a estrutura apresenta deve ser
obtida repetidamente até que haja uma resposta em
consonancia entre a rigidez utilizada na obtengdo da
configuracdo deformada ndo linear geométrica e a rigi-
dez resultante da analise ndo linear fisica em funcgao
dos esforcos solicitantes.

A deformada de equilibrio da se¢do de concre-
to armado deve ser obtida por meio da integra¢ao dos
esforgos internos na se¢do, a fim de estabelecer igual-
dade entre esforgos solicitantes e resistentes.

Para obtengdo das tensdes no concreto adota-
remos a relagdo tensdo x deformacdo proposta pela
NBR 6118:2014, apresentada em (12).

o, = 0,85 x %" x [1 —f(l — i)n] para e < g,
ck

o. = 0,85 X% -, parag > €0y
c

(12)

onde ¢, € a deformagdo a partir da qual o concreto
apresenta comportamento plastico.

As armaduras serdo representadas como pontos
materiais com area definida a partir do diametro das
diferentes barras que constituem a se¢ao de concreto.

A relagdo tensdao x deformacdo do ago também
serd a apresentada na NBR 6118:2014, indicada em

(13).

os = Esepara e < €, (13)

fyk
0O, = ——para€ > ¢
s Vs p yd

onde ¢ , ¢ a deformagdo especifica a partir da qual a

armadura passa a apresentar comportamento plastico.
Uma vez que a planicidade da se¢do ¢ mantida

na configuragdo deformada, podemos escrever (14).

£=¢g +ky (14)

onde ¢, ¢ a deformagdo da fibra localizada no centro
elastico, definido abaixo, da se¢do de concreto armado
e K ¢ a curvatura da secao.

Os esforgos resistentes na se¢cao podem ser obti-
dos a partir da integragdo das tensdes.

No caso das armaduras, os esforcos resistentes
sdo obtidos a partir de (15).

m
N = Z Oilg ; Ms,y =
i=1

(15)
m m
= Z Xi0iAs; 5 Msy = Z Yi0iAs,i
i=1 i=1

No caso do concreto armado, as tensdes apre-

sentam duas fungodes diferentes que estabelecem a
resposta em funcdo das deformacgdes. Tais fungdes se-
guem destacadas na Figura 3.

Figura 3 — Tensoes desenvolvidas ao longo
da regido de concreto comprimida

Em roxo temos as tensdes ao longo das fibras
com deformacdo inferior a ¢ , € em verde as tensdes em
fibras com deformagdes superiores a ¢ ,.

As forcas resistentes podem ser obtidas a partir
da integracdo das tensdes, conforme mostrado em (16).

N

f o.dA ; M,
Ae (16)
N, = f o.dA 5 Mgy =

Ac

A solugdo das integrais no concreto pode ser
obtida de diferentes maneiras. Uma vez que temos um
contorno que define a secdo de concreto, a integragao
deve ser feita exclusivamente no dominio que define
a regido comprimida. Optamos por utilizar o Teorema
de Green para resolver as integrais, que passam a ser
definidas a partir do contorno da regido comprimida.

Os resultados das integrais sdo apresentados em
anexo.

Novamente ¢ formado um sistema de equagdes
ndo lineares construido a partir da igualdade entre es-
forgos resistes e solicitantes. Utilizaremos o Método
de Newton-Raphson na solugdo do sistema. A solugdo
obtida define a configuracdo deformada da se¢do de
concreto armado, fun¢do da deformada no centro elas-
tico g, e da curvatura K, na qual ha igualdade entre
esforcos solicitantes e esforgos resistentes.

E importante esclarecer o significado de centro
elastico. Note que a se¢do de concreto armado pode
ser entendida como um compdsito cuja resposta ¢é
ndo linear em fun¢do de caracteristicas de seus ma-
teriais constituintes ja discutidas. O composito sera
modelado como um material Gnico, equivalente, cuja
resposta serda igual a da segdo de concreto armado.
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Para tanto a metodologia aqui utilizada consiste em
reduzir os diferentes materiais que constituem a se¢ao
original a pontos localizados no centro de aplicagdo
dos esfor¢os presentes na segdo original. O centro
elastico equivalente do compdsito pode ser obtido ao
lancarmos mao de conceitos intermedidrios. Apenas a
fim de melhor entender o processo, imaginemos que o
objetivo seja converter os diferentes materiais da se¢ao
em uma nova se¢do de material unico e elastico com
moédulo E, e propriedades dadas por A4,e8, =47,
dessa maneira as caracteristicas da secdo equivalente
seriam definidas como apresentado em (17) e (18).

Feq:zFi (17)

Mg = Z M; (18)

Observe que Y, mostra a posigdo na qual, apos
integracdo das diferentes forgas que atuam na secdo
equivalente, os esforcos solicitantes seriam 0s mesmos
da se¢@o de concreto armado. Ao dividirmos as ex-
pressdes (17) e (18) obtemos a expressdao (19), que
independe do valor arbitrado a E, ou das caracteristicas
da secdo equivalente, mostrando porque a se¢do equi-
valente pode ser vista apenas como um conceito inter-
mediario que visa a dar entendimento a defini¢do do
centro elastico.

Yeq = — 1. (19

Em posse da configuracdo deformada ¢ possivel
obter os parametros que definem as rigidezes por meio
das igualdades apresentadas em (20).

N

o 20
y: (20)
K
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As rigidezes devem ser atualizadas nas defini-
¢oOes das barras utilizadas na obten¢do da resposta ndo
linear geométrica até que a rigidez obtida no proces-
so seja proxima o suficiente da rigidez utilizada no
processamento.

Resultados

A motivagdo para o desenvolvimento da fer-
ramenta ora apresentada surgiu de um problema
enfrentado em ambito de projeto. Sabemos que, em
determinadas situacdes, o projetista ¢ obrigado a tomar
decisdes mesmo que o comportamento estrutural ndo
possa ser plenamente entendido, seja por falta de
conhecimento em relagdo a determinado fendmeno,
por inexisténcia da ferramenta correta que deveria ser
utilizada naquele caso ou qualquer outro motivo. Nesse
tipo de situacdo devemos sempre prezar pela seguran-
¢a e as decisdes sdo tomadas visando primordialmente
a esse parametro. No caso de pilares esbeltos de con-
creto armado, estruturas onde o comportamento ¢é re-
gido por diversos fenomenos complexos elucidados
anteriormente, por vezes em projeto enfrentamos situa-
cdes em que o real comportamento da estrutura ndo
pode ser compreendido com o ferramental tipicamente
utilizado. A ferramenta aqui desenvolvida busca forne-
cer uma alternativa suficientemente simples e rapida
que auxilie o projetista a entender o comportamento
desse tipo de estrutura quando necessario. Na situa-
¢ao real de projeto, apresentada abaixo, onde, por
consequéncia do local disponivel para locagdo do pilar,
por um lado ndo poderiamos invadir o gabarito da
linha de trem, por outro lado ndo poderiamos invadir a
propriedade privada, ele apresentou solicitagdo elevada
para sua geometria, gerando preocupagdo em relagdo a
eventuais efeitos das ndo-linearidades.

Na Figura 4 ¢ apresentado o pilar aqui estudado
durante a etapa de construgdo:

A forma do pilar segue apresentada na Figura 5.

Do projeto sabemos que o pilar PA esta subme-
tido a um esfor¢o de compressdo de aproximadamente
1150 tf, ja majorado para esforcos de calculo. No caso
critico, os esforc¢os de primeira ordem apresentados em
projetosao M, - =20tfme M, =70 tf.m.

Para o pilar em situacdo tipica de projeto, cuja
analise seria feita pelo Método do Pilar Padrao (MPP),
adotariamos uma condigdo de contorno que oferecesse
seguranca em relacdo a configuragdo real. No caso,
podemos imaginar que o pilar se encontra biapoiado
na transversal e engastado-livre na longitudinal, com
altura 1til de aproximadamente 13,5 m. Nessa situa-
¢do, obteriamos os seguintes valores para a esbeltez do
pilar:
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Figura 4 — Pilar estudado durante a construg¢do
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Figura 5 — Forma do pilar estudado
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| Geometria do pilar

h [m] 13,5

Ajong [M] 1,5|ayansy [M] 0,7
A [m?] 1,05

Le,iong [M] 27,0|Le transy [M] 13,5
liong [M"] 0,197|l,,o, [M"] 0,043
Mlong [M] 0,433|ryane [M] 0,202
Aong 62,4|Aransy 66,8

O pilar utiliza concreto f, = 30 MPa. Calculan-
do as excentricidades de segunda ordem pelo MPP
obteriamos:

Pilar padrao

a, 1
v 0,51
1/ Faney [M™] 0,0071
1/Fiong [M™] 0,0033
€2, long [M] 0,240
€2, transy [M] 0,129

Admitindo uma excentricidade acidental de

ﬁ =6,75 cm, ficarilamos com os seguintes momentos

de calculo para o dimensionamento do pilar:

Esforgos de calculo
Md,long [tf m] 424,0
Md,transv [tfm] 245,7

Para resistir as solicitagdes resultantes da anali-
se pelo MPP seria necessaria uma taxa de armadura da
ordem de 2,3%.

A formulagdo aqui construida sera utilizada em
uma estrutura isolada que representa o pilar, a fim de
alidar os resultados obtidos pelo MPP e verificar se,
em condicdo semelhante, em termos de hipoteses, re-
sultados parecidos podem ser obtidos.

Adotando a taxa de armadura obtida pelo MPP,
as solicitagcdes de calculo resultantes da formulagao
aqui proposta foram:
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Esforgos de calculo
Iv'd,long [tfm] 188,8
109,5

Iv'd,transv [tfm]

Observe que o modelo construido para obteng@o
dos esfor¢os de calculo ja contempla excentricidade
acidental, de maneira que o valor do momento apre-
sentado ja leva em consideragdo esse parametro. Os
esfor¢os solicitantes obtidos com a formulagdo aqui
apresentada ndo levam em consideragdo o efeito
combinado das acdes em diferentes planos, posto
que o elemento construido ¢ plano. Tal efeito pode
impactar a resposta, uma vez que por efeito da ndo-
linearidade fisica ha perda de rigidez a medida em
que nos aproximamos da plastificagdo dos materiais
que constituem a se¢@o. O MPP mostra-se como um
método que fornece resultados seguros. Na situagdo
aqui estudada, o MPP forneceu resultados com sig-
nificativa margem de seguranca. Isso se deve ao fato
de que, frente a grandeza do esfor¢o normal presente
na secdo, ndo ha fissuragdo do concreto para as
solicitacdes atuantes, de maneira que a ndo-linearidade
fisica pouco impacta a rigidez, fendmeno que passa
desapercebido pelo MPP por ndo ser um método que
busca entender o comportamento estrutural, mas ape-
nas fornecer solicitagdes que sejam superiores aos
reais com significativa margem de seguranca. A si-
tuacdo aqui apresentada nem sempre ¢ observada em
situacdo de projeto, de maneira que admitir que o MPP
sempre fornecera resultados com significativa margem
de seguranga pode ser equivocado. Em casos em que
ambas as ndo-linearidades tenham papel significativo,
a margem de seguranga pode ser pequena.

Na busca continua da engenharia por estrutu-
ras que garantam seguranga ¢ apresentem bom com-
portamento estrutural ao longo de sua vida util, a
ferramenta aqui apresentada objetiva oferecer uma
resposta mais proxima da realidade em situagdes ati-
picas a fim de garantir que o projetista possa avangar
no calculo estrutural com tranquilidade.

Conclusoes

Observa-se que os efeitos da ndo linearidade
geométrica passam a ser significativos em situagdes
especificas, no caso de pilares, eles passam a ser mais
relevantes em estruturas com elevada taxa de com-
pressdo e que apresentem esbeltez significativa.

Os efeitos da ndo linearidade fisica passam a
ser mais importantes em estruturas que apresentem
significativa taxa de fissuragdo na secdo transversal.
Cuidado especial deve ser despendido a estruturas que
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possam apresentar plastificacdo dos materiais cons-
tituintes da seg¢do para as solicitagdes proximas das
obtidas na analise ndo linear geométrica com linea-
ridade fisica, posto que nessa situagdo a perda de rigidez
por ndo-linearidade fisica passa a ser mais importante.

Note que ha situagdes nas quais para que uma
ndo linearidade seja relevante a outra acaba atenuada
em funcdo do equilibrio da prépria estrutura. Neste
tipo de situacdo o MPP pode fornecer resultados com
significativa margem de seguranca.

A ferramenta aqui apresentada mostra-se como
uma alternativa que pode ser utilizada no estudo de
estruturas que apresentem esbeltez elevada, acima de
limites que impegam seu dimensionamento por meio
de métodos apresentados em norma, a fim de entender
se em determinadas situagdes essas estruturas podem
apresentar um bom comportamento.

Em fun¢do das ndo-linearidades fisica e geo-
métrica, a reducdo da taxa de armadura para valores
inferiores aos obtidos por meio de métodos normativos
deve ser um procedimento tomado com cautela, posto
que em cada estrutura, a depender das as solicitagdes
e da condigdo de contorno, a redugdo possa ser signi-
ficativa ou infima.
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Apéncice

A matriz [3, ¢ apresentada a seguir:

r 0 0 0 0 0 0
3x X 0 3x X

5¢2  20¢ 5¢2  20¢

X, X _x

B, = 15 20¢ 60
¢ 0 0 0
i 3x X

m 502 200
X

15

A matriz B_assume a forma:

0 0 0O 0 0 0
Baz B2z 0 PBas Pas
B, = Bz 0 PBzs Pse
* 0 0 0
Sim Bss  Bse
Bess

Os termos da matriz _sdo

18x> 9x* 6x3

P = s ~ %5 * w
__9x5 21x4+5x3 3x?
bs =g~ pn T m T

18x%> 9x* 6x3

Ba2s :'-?Qg‘+‘;§"7ﬁ‘

9x5 15x* 2x8

Pao =55~ 4 t
3 9x>  3x* N 11x3  2x2 N x
Baz = 10¢4 3 ' 3¢2 £ 2
Bos = 9x5 N 21x* 5x3 N 3x2
357 T 5ps T oapr 3 T 242

3 9x5 9x4+ 11x3  x2
Pae = 10¢% 4¢3 ' 602 2¢
18x°> 9x* 6x3
Bss = _546 _F'*'F
9x5 15x* 2x3
Pso =5t 2 ~ 77
3 9x5 3x44_2x3
Bes = 1044 243 ° 342

A matriz de rigidez no linear geométrica

K11 Kiz Kiz K Kis Kie)
Ky, Kz Ky Kis Kie
K33 Kiu K35 Kse

K = Keo Kis Kuo
Slm K55 K56
K66_
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Quatro valores se repetirdo na defini¢do da matriz de

As integrais de tensdo na regido comprimida de con-
rigidez, sendo eles:

creto para deformagdes especificas inferiores a € , sdo

dadas por:
61 = _‘€U6 + 12U5 - ’£U3 - 12U2
62 = [UB + 3U5 - 4£U3 - 3U2

s £2 gt g2 1t
63 = '_4“€U6 + 3U5 + ‘€U3 - 3U2 NC = _O-Cd Lz alt + az - al - a2
2 n+1 n+2
84 = 20%U2 + (=3£Us — £2U;3 + 3£U,)Ug + 18UZ + ty
+ (=3¢U; — 36U,)Us + 152U, + 2£2U3 €cp t?
+3£U,Us + 18U2 — 152U, My = =0cq— = |03t + (0104 + az05) 5 +
t3 tn+1 tn+2
de maneira que os termos da matriz de rigidez assumem + a,a, 37 a,a3——— (a,a, + aya3) ——
. n+1 n+ 2
a forma:
g3 1t
EA — A0y ——=
K1 = M+ 3L
EA
K12 = W61 Ec2 2 2 2 t3
A M, = _0“1% a“t+ajat“ +a* ——
Ki3 =—=6;
60%14 , g+l , g2 , g3 1t
=—— —-a - 2a4a —-a
1 E/f Yn+1 ) 2n+3[
1
15 S5npz 01
,%9,{’ onde:
Kig =—6
16 = 507 03 f
12EI  EA 0oq = 0,852%
2= 55 T o5 0 R
_ 6EI EA a1=mx(c2 0—y1)+x1
K23 = 22 * 30022 % £c2
C
EA a; = _mx7
Kes = = 50,201 €2 — &
12EI  EA s =—
25 = T 7p3 T 53Ot q = _te2
. _OEL EA Tk
26 = g2 T 3002 g =10
€c2
" 4EI EA ¢ =1_30+K}’z
B +E%425€ : ’ €2
K34 == —_62 . . ~ ~ ..
60¢ As integrais de tensdo na regido comprimida de con-
Kss = — @ _ EA 5, creto para deformagdes superiores a ¢ , sdo dadas por:
€2 30042
2EI EA y
36~ 77 9002 = v 2
Nc = Oca mx?"’ asy
EA y
Kyy = 7 y3 y2 i
P EA 5 Mx=acd[mx?+a57
45 — 5 p2 Y1
20472 Y1
K. — EA s Ocd 5 y3 yz ) Y2
46 = 2o 03 My === My ?+2a5mx7+a5yy
12EI EA 1
5= g3t o5 0
6EI] EA onde
SGZ_F_W&} As = X1 — M,y
(. _AEL EA T
66 = 5 T 555,94 my = ———
' 225¢ x Vo — V1
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